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O Ensaio de 1939 de Anténio Monteiro,
0 seu contexto e a sua importancia

JosE FRANCISCO RODRIGUES'

O inédito e ignorado “Ensaio sobre os FUNDAMENTOS da ANALISE GERAL” de 1939, prémio
Artur Malheiros de 1938 atribuido pela Academia das Ciéncias de Lisboa a Anténio Aniceto Ribeiro
Monteiro, é uma monografia que introduz o modernismo matematico e prepara uma viragem na inves-
tigacdo matemdtica em Portugal, antecedendo a criagdo do Centro de Estudos Matematicos de Lisboa,
em 1940, apoiado pelo Instituto para a Alta Cultura.

Regressado de Paris, onde se doutorara em 1936 com Maurice Fréchet (1878-1973), Monteiro faz uma
extraordindria e original sintese, em quatro capitulos abstratos, que vai da Teoria dos Conjuntos a Andlise
Geral, passando pela Algebra Moderna e pela Topologia Geral, e estabelece, em bases firmes, a via da investi-
gacdo do movimento matemdtico portugués no inicio da década de quarenta do século XX. Nesta comu-
nicagdo, motivada pela reorganizacdo dos arquivos da Academia em fins de 2015, apresentamos uma
introdugao e uma andlise preliminar deste importante Ensaio, agora publicado em fac-simile, das suas fon-
tes e da sua influéncia que se pode identificar nos posteriores trabalhos de Monteiro e dos seus discipulos.

ANTONIO ANICETO MONTEIRO (1907-1980)
- MATEMATICO MODERNISTA, FUNDADOR E PROFESSOR

Em 2007, no centendrio de Anténio Monteiro, a Sociedade Portuguesa de Matematica (SPM) prestou-
-lhe uma justissima homenagem, publicando uma notavel fotobiografia [AAM_Fb2007] e organizando
um Coléquio Internacional na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa (FCUL), do qual resul-
tou um ntmero especial do seu Boletim [AAM_Bc2007].
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No ano seguinte, foi publicada uma extensa compilacao das suas Obras, em oito volumes com cerca
de 2800 paginas, onde nao foi possivel incluir o seu Ensaio de 1939, pois na altura ndo era conhecida
nenhuma copia. Na apresentagao das Obras [AAM_02008], Jean-Pierre Kahane, da Academia das Cién-
cias de Paris, iniciou o seu significativo elogio escrevendo:

The works of Antonio A. Monteiro belong to the world history of mathematics. They cover a large variety of topics from
classical analysis to topology and from advanced algebra to logic in its more modern chapters. Some of them come from
courses and synthetic presentations, but the majority of them are research papers. They are presented in different styles,
occasionally handwritten, and also in different languages. Despite their intrinsic value, these works are a testimony of an
age and of an exceptional life. They were written, in four different countries: France, Portugal, Brazil and Argenting.
Monteiro was the founder of mathematical journals and various mathematical institutions, first in Portugal, then in Latin
America. He had to emigrate from Portugal because of Salazar’s regime and was also affected by the military dictatorship
in Argentina. His life testifies the link between the struggle for science and the struggle for freedom.

Nascido em Mogdmedes (Angola) a 31 de maio de 1907, filho de um oficial do exército colonial por-
tugueés, de quem fica orfao em 1915, vem para Lisboa frequentar o Colégio Militar entre 1917 e 1925, ano
em que se inscreve na Faculdade de Ciéncias de Lisboa nos cursos preparatérios para uma carreira
militar. Aluno de Pedro José da Cunha (1867-1945) em Cdlculo Diferencial, Integral e das Variagdes, ainda
antes da sua licenciatura em 1930 na Universidade de Lisboa, ja em Ciéncias Matematicas, revelou as
suas tendéncias e aptidoes para a investigacdo, tendo obtido no ano seguinte uma bolsa da Junta de
Educagdo Nacional (JEN) para estudar em Paris onde apresentou a sua tese de doutoramento em junho
de 1936, sob a orientacao de Maurice Fréchet (1878-1973).

Nos primeiros quatro anos da sua estada de cinco anos letivos em Paris (1931-36), Monteiro, ultra-
passou as deficiéncias da sua preparacdo em Portugal, frequentando varios cursos das “principais teorias
da especialidade que modernamente se tém criado e desenvolvido”, de G. Julia, A. Denjoy, E. Goursat, P. Montel
e M. Fréchet, mas s6 em 1934 e em 1935, ja sob a orientagao deste tiltimo professor, é que publica os seus
primeiros resultados de investigagao em duas notas nos Comptes Rendus de I Academie des Sciences de Paris,
o0s quais irdo determinar a sua tese de 1936 Sur I'additivité des noyaux de Fredholm, na Universidade de
Paris. Conforme revela a sua correspondéncia e os seus relatorios de bolseiro da JEN em Paris, natural-
mente influenciado pelo seminério de J. Hadamard no College de France e pela frequéncia dos cursos e
da biblioteca no Institut Henri Poincaré, Monteiro assume a sua missao de “também estudar em Paris a
organizagio dum Centro de Estudos Matemiticos que teria, entre outros, o objectivo de realizar o ressurgimento
completo das tradicdes matemdticas portuguesas”, chegando mesmo a referir a aquisicao de livros para o
“Instituto de Matemdtica”, revelando a sua preocupacao e empenho nessa missao [AF, p.109].

O seu regresso a Portugal é marcado pelo inicio da guerra civil em Espanha e pela publicagdo, a 14
de setembro de 1936, do Decreto-lei n.” 27003, que obrigava os funcionarios ptblicos e, por extensao os
bolseiros do Instituto para a Alta Cultura (IAC), que havia substituido a JEN no novo Ministério da
Educacao Nacional, a assinar a declara¢ao salazarista de compromisso politico: “Declaro, por minha honra
que estou integrado na ordem social estabelecida pela Constituigdo politica de 1933, com activo repiidio do comu-
nismo e de todas as idéas subversivas”. Com a sua corajosa e honrosa recusa em assinar essa declaragao,
decorrente da sua rigorosa coeréncia intelectual que, durante toda a sua vida e apesar de nao se lhe serem
conhecidas filiagdes partidarias, o faria afirmar-se como anti-fascista convicto [JR2], Monteiro, teria dito:
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“ndo aceito limitagdes a minha inteligéncia”. Fica assim impossibilitado de prosseguir em Portugal a carreira
universitdria que ird desenvolver no seu exilio, em 1945 no Brasil, e na Argentina, de dezembro de 1949
até a sua jubilacdo e afastamento, também por razdes politicas, da Universidad Nacional del Sur a 31 de
marco de 1975, onde era Profesor Emérito desde 1972 [AAM_Fb2007].

Apesar das dificuldades econdmicas de ter de viver de explicagdes em Lisboa, com o espirito de
missdo e com a capacidade de iniciativa que lhe eram patentes, a fortissima influéncia e a determinante
atividade de Monteiro ficaram indeléveis na breve década do Movimento Matemitico Portugués (1936-46),
iniciada com as atividades do Niicleo de Matemdtica, Fisica e Quimica, em finais de 1936, com a fundacao
da revista cientifica Portugaliae Mathematica em 1937, com o inicio do Semindrio de Andlise Geral em 1939,
a criagao em 1940 do Centro de Estudos de Matemidtica de Lisboa, pelo IAC e anexo a FCUL sob a presidén-
cia de Pedro José da Cunha e sob a diregdo cientifica de Monteiro, e também com a fundagao da Gazeta
de Matemidtica e da SPM, a 12 de dezembro de 1940.

Entre junho de 1937 e dezembro de 1942, a atividade cientifica e académica de Monteiro em Lisboa
é efetuada na qualidade de tarefeiro do IAC como inventariador de bibliotecas cientificas em Portugal,
sendo autor de um trabalho pioneiro cujo relatério foi publicado em 1939 pelo IAC [IP], na altura presi-
dido por A. Celestino da Costa [AAM_02008]. A notével atividade cientifica e de orientacdo de jovens
matematicos nos trés anos iniciais da atividade do Centro de Estudos de Matematica de Lisboa, foi marcada
pela influéncia das ideias modernistas do Ensaio de um tarefeiro/inventariador do IAC, culminando
com a visita de Maurice Fréchet, no inicio de 1942, e com a sucessiva partida dos jovens bolseiros para
o estrangeiro, incluindo os dois primeiros discipulos portugueses de Monteiro, Hugo Ribeiro paraa ETH
de Zurique e de José Sebastido e Silva para a Universidade de Roma.

Iniciou, ainda em 1941, a sua colaboracao com a Faculdade de Ciéncias do Porto com uma conferén-
cia de Introdugio a Topologia Geral, seguido de um curso no outono do ano seguinte sobre Introducio i
Nogdo de Fungio Continua, ja no ambito do Centro de Estudos de Matemdtica do Porto, criado em 1942. Para
af transferiu-se em finais de 1943 e iniciou Alfredo Pereira Gomes, o seu terceiro discipulo em Portugal,
na Anadlise Geral, tendo dirigido o Seminirio de Topologia Geral durante o ano seguinte até a sua partida
com a familia para o Rio de Janeiro, em fevereiro de 1945. A sua estada no Porto foi subsidiada pela Junta
‘PORTUGALIAE
MATHEMATICA

R 132:567

_VOLUME 1
1937-1940

Fig. 2. Frontespiscio do vol. 1 da Portugaliae Mathematica. Fig. 3. M. Fréchet, P.]. da Cunha e A. Monteiro na Faculdade de Ciéncias
de Lisboa no inicio de 1942 (Fonte [AAM_Fb2007]).
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de Investigagdo Matemitica (JIM), criada em 4 de outubro de 1943, conjuntamente com Ruy Luis Gomes e
Aureliano Mira Fernandes, uma notével associacao patrocinada por fundos privados, que, reunindo a
quase totalidade dos (poucos) investigadores portugueses no pais, tinha como objetivo primeiro “pro-
mover o desenvolvimento da investigagdo matemdtica” e teve um papel muito importante no financiamento
das publicagdes cientificas, em particular a Portugaline Mathematica depois do IAC deixar de lhe dar o
apoio inicial que se limitou aos trés primeiros volumes [RLG].

Entre 1945 e 1948, Monteiro foi professor de Anélise Superior na Universidade do Brasil, hoje Uni-
versidade Federal do Rio de Janeiro, onde lecionou Topologia Geral, Analise Funcional e Conjuntos
Ordenados, Reticulados e Algebras de Boole. Ai teve forte influéncia em jovens como Mauricio Peixoto,
que foi seu co-autor, Maria Laura Mouzinho Leite Lopes, cuja tese de 1949 resolveu uma questao colocada
pelo mestre, e ainda em Leopoldo Nachbin [LN], a quem emprestou os dois primeiros volumes de Topo-
logie Générale de Bourbaki [BII-III] e que lhe sucedeu na diregao da série brasileira de monografias Notas
de Matemitica. Esta notével série, que Monteiro havia fundado em 1948 e que se publicou no Rio de
Janeiro até 1972, foi prosseguida, a partir do volume 48, pela North-Holland Publishing Company e atingiu
em 2008, ja na Elsevier, o niumero 208 da cole¢do. Ainda no Rio de Janeiro, foi membro fundador do
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas em 1949, tendo partido no fim desse ano para a Argentina, por a
Embaixada de Portugal no Rio de Janeiro ter convencido o Reitor da Universidade do Brasil a nao lhe
renovar o contrato devido as suas intervengdes civicas contra o regime portugués.

Nomeado Professor da Universidad Nacional de Cuyo, San Juan, Argentina, em 1950, Monteiro funda
af a Revista Matemdtica Cuyana, com M. Cotlar e E. Zarantonello em 1955. E daf que envia o interessante
artigo Problemas da cultura matemdtica portuguesa [AAM_02008], publicado em 1954 na revista Ciéncia, da
Associagao de Estudantes da Faculdade de Ciéncias de Lisboa, onde conclui “que o problema principal do
momento consiste na criagio de um INSTITUTO PORTUGUES DE MATEMATICA que se dedique fundamen-
talmente a realizagdo de trabalhos de investigacio matemdtica e ao ensino da investigagdo matemdtica”. Apesar
de ter sido convidado para a Universidade de Buenos Aires, Monteiro, com alguns dos seus novos dis-
cipulos argentinos, muda-se em 1957 para a recém criada Universidad Nacional del Sur, em Bahia Blanca,
onde funda o Instituto e a Biblioteca de Matematica, prosseguindo a sua investigagdo que, entretanto, se
tinha centrado na Logica Algébrica e em Estruturas Algébricas Ordenadas (Reticulados). Af inicia uma
profunda renovagao da Licenciatura em Matematica com impacto em toda a Argentina [EO], cria uma
nova série de Monografias de Matemitica e funda as Notas de Légica Matemdtica, em 1964, e as Notas de
Algebra e Andlisis (1966). Em 1974 é nomeado membro honorario da Unién Matemitica Argentina.

Apesar de ter passado um ano sabético na Europa, entre setembro de 1969 e agosto de 1970, visi-
tando colegas em vérias universidades em Franca, Roménia, Bélgica, Italia e Inglaterra, s6 regressa a
Lisboa em marco de 1977, como Bolseiro do Instituto Nacional de Investigagao Cientifica, onde retoma
a sua investigagdo no Centro de Matematica e Aplicagdes Fundamentais (C.M.A.E.) durante cerca de
dois anos. Ai orienta o doutoramento de M. Isabel Loureiro, o seu quarto discipulo portugués, e elabora
o extenso trabalho Sur les Algebres de Heyting Symétriques, que em 1979 obtém o Prémio Gulbenkian de
Ciéncia e Tecnologia, referido a 1978. Esta memoria foi publicada no volume 39 de Portugaliae Mathe-
matica [AAM_PM1980], o qual lhe foi dedicado postumamente. Numa carta de 5 de junho de 1978
enviada a Alfredo Pereira Gomes, o seu antigo discipulo do Porto, entao professor da FCUL e diretor
da Portugaline Mathematica, na altura em recuperagao pela SPM com o apoio do C.M.A.F,, apesar do seu
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estado de satide, Monteiro escreveu “Estou realmente satisfeito com os resultados da minha actividade cien-
tifica em Portugal. Isto deve-se sobretudo ao Centro de Matemitica (C.M.A.F.), que me proporcionou o tempo
livre para estudar.” [APG].

De regresso a Bahia Blanca, Monteiro faleceu em 29 de outubro de 1980, no pais do seu segundo
exilio onde se radicara com a familia e onde deixou uma influéncia intelectual marcante. Nas palavras
do matematico argentino Eduardo Ortiz, Monteiro pertence “to an old tradition of Argentinian progressive
and independent thought to which the country owes some of its most valuable achievement”. Numa das tltimas
cartas, escreveu-lhe: “asi es la vida caro Ortiz. Uno se usa y se gasta en tareas que no pueden terminarse: y a
pesar de eso se inician con entusiasmo y dedicacion, porque las esperanzas y certezas nunca se pierden. Tristezas
de Bahia Blanca! nas margenes del Napostd; entre vientos y tormentas en que la tierra nos ahoga, veo Lisboa distante
— recuerdos de mi infancia!” [EQ].

O PREMIO ARTUR MALHEIROS DE 1938

Em 1937 foi instituido na Academia das Ciéncias de Lisboa, um prémio cientifico anual no valor de
5000 escudos, destinado a estimular o progresso das ciéncias em Portugal e atribuivel, por concurso,
“a autor portugués de obra original e inédita sobre o ramo de conhecimentos cientificos” que fosse indicado no
edital de abertura. As dreas do conhecimento eram sete e abrangiam, em regra pela ordem seguinte: as
ciéncias matematicas, as ciéncias fisicas e quimicas, as ciéncias naturais, as ciéncias médicas, as ciéncias
aplicadas, as ciéncias juridicas, politicas e sociais e, concluindo, as ciéncias econémicas e financeiras.

A abertura da primeira edicao do Prémio Artur Malheiros, de 1938, é anunciada oficialmente a 5 de
fevereiro de 1938 no Didrio do Governo, “pelo prazo de trezentos e sessenta e cinco dias”, solicitando que os
candidatos entregassem “até as dezasseis horas do dia em que terminar o prazo do concurso, seis exemplares
dactilografados do seu trabalho, assinados e um déles rubricados em todas as folhas, acompanhados de requerimento
de admissdo, dirigido ao presidente da Academia” .

O Ensaio, dedicado a memoria de seu pai, é submetido por Anténio Monteiro no tltimo dia do prazo,
a 4 de fevereiro de 1939, na sequéncia da sua participacao no Niicleo de Matemitica, Fisica e Quimica de
Lisboa havia mais de dois anos. Um més depois, o Secretario Geral da Academia comunica-o aos quatro
membros da Secgdo de Matemética, juntamente com um outro trabalho a concurso, da autoria de Jayme
Aratjo, sobre “Algumas Modalidades tedrico-praticas na Resolugio e discussio do problema de Pothenot”, uma
questdo classica de topografia plana, também conhecido como problema de Snellius-Pothenot, cuja
primeira solugdo data do século XVII e consiste em determinar a posi¢ao de um ponto acessivel desco-
nhecido a partir de medi¢des angulares a trés outros pontos conhecidos.

Em cerca trés meses, o juri examinou os trabalhos e deliberou o vencedor do prémio e, posteriormente,
na sessao da Classe de Ciéncias de 6 de julho de 1939, foi aprovado, por unanimidade, o parecer e a
atribuigao do primeiro Prémio Artur Malheiros — 1938 ao Ensaio de Anténio Monteiro. O prémio s6 lhe foi
entregue na Sessdo da Classe de Ciéncias a 16 de novembro de 1939, apés lhe ter sido comunicado ofi-
cialmente por carta de 4 de novembro pela Secretaria da Academia. Entretanto, é de registar a publicacao
a1 dejulho de 1939, nojornal O Diabo [AAM_02008], de um desenho de Monteiro por Manuel Mendes,
artista plastico, escritor e resistente anti-fascista, ligado ao grupo da Seara Nova, com uma nota de M.
Zaluar Nunes celebrando o prémio da Academia das Ciéncias.
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0 Diabo, 1-07-1959

Fig. 4. Requerimento assinado por A. Monteiro em papel selado.(Fonte ACL). Fig. 5. A. Monteiro desenhado por Manuel Mendes em
1939 (Fonte [AAM_Fb2007]).

Os dois principais contributos originais de Monteiro, referidos no Prefécio e enunciados no capitulo
4 do seu Ensaio, foram reconhecidos pelo parecer de 14 de junho de 1939, redigido por Aureliano Mira
Fernandes. O relatério é também assinado pelos trés outros matemdticos da Secgao de Matemética da
Academia, sendo a primeira assinatura de Pedro José da Cunha, enquanto presidente da Secgao, e as
outras de Santos Lucas e Manuel Peres.

O relatorio/parecer é uma carta dirigida ao Presidente da Classe de Ciéncias da Academia que resu-
midamente expde o que de essencial Mira Fernandes encontrara no Ensaio, por um lado, reconhecendo
o seu valor e a sua atualidade e, por outro, revelando que o relator estava muito razoavelmente a par
dos progressos recentes da matemaética, apesar da pobreza da bibliotecas cientificas em Portugal na época.
No entanto, elabora numa pequena confusao histérica quando refere no inicio do relatério que “O nome
de Andlise Geral foi criado pelo professor Fréchet”, apesar de Monteiro ter escrito, logo na primeira linha do
Prefacio do Ensaio e com mais rigor, que a Andlise Geral fora fundada no principio do século XX por
Maurice Fréchet. De facto, Fréchet adotou mas nao criou a expressao, hoje caida em desuso, de Andlise
Geral, pois ela aparece, pela primeira vez, nas ligdes do matematico norte-americano E. H. Moore sobre
Introduction to a form of General Analysis, efetuadas na Universidade de Yale em setembro de 1906, as quais
sdo citadas no livro de Fréchet de 1928 [F]. Contudo, Mira Fernandes reconhece que a Anélise Geral “é
uma ciéncia de criagdo recente cujos progessos podem justificar amanhd uma acertada mudanga de nome”, algo
que efetivamente veio a acontecer.

Efetivamente, Maurice Fréchet foi pioneiro ao propor, na sua tese de 1906 sob orientacao de Jacques
Hadamard (1865-1963), uma abordagem abstrata da Analise Matematica baseada em estruturas gerais:
classe (L), espagos com convergéncia; classe (E), espagos com écart, i.e. com distancia, renomeados espagos
métricos por F. Hausdorff, em 1914, como uma subclasse de espacos topoldgicos, e classe (V), uma gene-
ralizagdo dos espagos (E) munidos de vizinhangas (voisinages). Estas nogdes foram evoluindo e Fréchet
expds os seus resultados no influente livro Les Espaces Abstraits [F], o qual marcou fortemente a atividade
matematica inicial de Monteiro e, em particular, o seu Ensaio.

O testemunho auto-biogréfico do matematico norte-americano Norbert Wiener (1894-1964), que inte-
ragiu diretamente com Fréchet na sua segunda viagem a Europa, por ocasido do Congresso
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Internacional de Matematicos realizado em Estrasburgo em 1920, é eloquente: “The scholar I chose was
Maurice Fréchet. It was Fréchet more than anyone else who had seen what was implied in the new mathematics of
curves rather than points (...) One of the specific things which attracted me in Fréchet was that the spirit of his
work [spirit of abstract formalism] was very closely akin to the work I had tried to do at Colombia on topology (...)
My training with Russell and my later contact with the work of Whitehead had sensitized me to to the use of formal
logic tools in mathematics, and there was much in Fréchet’s work which was suited from the very beginning to be
embodied in the peculiar and highly original mathematical-logical language which Whitehead and Russell had
devised for the Principia Mathematica.” [NW].

O Ensaio de 1939 reflete claramente o “espirito de formalismo abstrato”, que Monteiro absorveu de Fré-
chet e ai antecipou a Bourbaki, tendo ficado inédito e perdido no arquivo da Academia das Ciéncias de
Lisboa. Por isso, ndo foi possivel integra-lo na publicagdo da sua obra (quase) completa em 2008
[AAM2008] e apenas, na sequéncia duma organizacao daquele arquivo se encontrou, em finais de 2015,
0 seu processo e quatro dos seis exemplares do Ensaio.

O ENSAIO SOBRE OS FUNDAMENTOS DA ANALISE GERAL DE 1939

Na frase inicial do Prefacio, Monteiro nao podia ser mais claro: “A Andlise Geral foi fundada no princi-
pio deste século por Maurice Fréchet, com o objectivo de generalizar o cdlculo diferencial e integral para as fungdes
em que a varidvel independente — e eventualmente a prépria fungio — sio elementos de natureza qualquer”; a qual,
citando uma frase de 1933 numa Notice sur les travaux scientifiques do seu professor, visa “o estudo das
correspondeéncias entre varidveis de natureza qualquer” (sublinhado no original).

Monteiro descreve de seguida o contetido do seu Ensaio que, com cerca de 130 paginas datilografa-
das, consiste em quatro capitulos: A Teoria dos Conjuntos Abstractos (13 p.); Algebra Abstracta (52 p.);
Topologia Abstracta (26 p.) e Andlise Abstracta ou Andlise Geral (38 p.). Completa o relativamente longo
Prefacio, de nove pdginas, com um pardgrafo programatico, que vai por em pratica de imediato, com
o Curso de Introdugio a Andlise Geral, do segundo semestre do ano académico de 1938-39, ainda no ambito
do Niicleo de Matemdtica, Fisica e Quimica de Lisboa, e no terceiro ano do Semindrio de Andlise Geral, em
abril de 1940, ja no ambito do recém criado Centro de Estudos Matemaéticos de Lisboa, a funcionar na
Faculdade de Ciéncias sob a presidéncia de Pedro José da Cunha. Nesse paragrafo final escreve: “Se

Nicleo de Malemdtica, Fisica e Quimica

ANO is38-39 SEMINARIO DE ANALISE GERAL
Curso de Introdugio a Sgsne g
2 5 Sob & presidéncia do Professor Dr. Pedro José da Cunha
A n a 1 1 S e G e r a l realizom-se no Faculdade de Ciéncias as seguinles conferéncies:
por Anténio Monteiro Objectivo da Topologia Geral
POR
PROGRAMA : HUGO RIBEIRO
1> Ano— Nogées fund tais da teoria d juntos, da &l b
°® da kopologla < da andlise shatredtas o A importancia da Analise Geral
ER TR ¥ ron
Primeira ligao - 27 de Fevereiro ANTONIO ANICETO MONTEIRO

As licSes déste curso realizar-se-d0 as 17 horas e meia

X éncias 1é r objectivo informar os estudiosos sébre o progr
das 2. feiras no novo Anfiteatro de Matematica da e con[erencnas I ip9 o f 2,0/ Brogrom de

trabalhos do Seminério e realizar-se-do &s 17 e 30 horas de 2° feira, 8 de Abril, na

FACULDADE DE clENGlAS DE LISBOA Sala de Matematica.

Fig. 6. Antincios do curso de 1939 e do seminario de 1940, ja no ambito do Centro de Estudos de Matematica, de A. Monteiro na
Faculdade de Ciéncias de Lisboa (Fonte [AAM_Fb2007]).
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com a realizagdo déste trabalho conseguirmos chamar a atengio dos jovens estudiosos do nosso pais para a impor-
tancia sempre crescente da Andlise Geral, fundada por M. Fréchet, cujos métodos tendem a dominar a estrutu-
ragdo da matemdtca moderna, podemos considerar o nosso objectivo atingido porque pensamos que nestas
condigdes servimos a ciéncia de uma maneira geral e os estudiosos portuguéses em particular. Por essa razdo
apresentamos éste trabalho a Academia das Ciéncias de Lisboa para o concurso ao Prémio Cientifico Artur Malhei-
ros de 1938.”

Considerando, como Fréchet, a Teoria dos Conjuntos Abstratos como um capitulo da Analise Geral,
Monteiro carateriza-a como sendo a teoria que “se ocupa das propriedades dos conjuntos de pontos que se
mantém invariantes em relagio ao grupo das transformagdes biuntvocas”, tal como a Algebra Abstrata, “um dos

capitulos mais recentes da matemdtica moderna” trata das propriedades “que se mantém invariantes em relagio
ao grupo dos isomorfismos (correspondéncias biunivocas que respeitam a operagio considerada)” e a Topologia,
também ela um capitulo da Analise Geral, é a teoria “que estuda as propriedades dos conjuntos de pontos que
se mantém invariantes em relagdo ao grupo das transformacdes bicontinuas ou homeomorfias.”

Finalmente no quarto e principal capitulo, Monteiro introduz “a nogio de espaco algébrico-topoldgico —
que podemos definir como um espago onde existe simultineamente uma dlgebra e uma topologia”, com o objetivo
de tratar do “estudo das propriedades invariantes para um topo-isomorfismo, isto é, por uma correspondéncia
biunivoca que é simultaneamente uma homomorfia e um isomorfismo”, em especial no que designa por espacos
analiticos, ou seja aqueles para os quais a operagao algébrica seja continua. Entre estes, introduz os grupos
abelianos topoldgicos perfeitamente decomponiveis, para os quais demonstra “um teorema de estrutura”, que

sendo “andlogo aos teoremas de Banach e de Cantor-Bernstein” (sobre a equivaléncia de dois conjuntos com
a mesma poténcia), estabelece, em particular, que se dois daqueles grupos “tém a mesma dimensao algé-
brica éles sio topo-isomorfos”. Anova nogao de dimensdo algébrica é uma generalizacao da “dimensdo linear
de um espago (vetorial) de tipo (F) introduzida recentemente por Banach” no seu livro classico de 1932, sobre
Théorie des opérations linéaires. Culminando uma moderna sintese de algumas estruturas algébrico-
-topolégicas, incluindo grupos topoldgicos e espacos (B) de Banach, é levado a definir anéis vetoriais
normados, nogdo também considerada em 1936 pelo matematico japonés M. Nagumo, com o objetivo
de generalizar os resultados da sua tese sobre a aditividade dos ntcleos de Fredholm, obtendo condi¢oes
necessarias e suficientes para a aditividade das resolventes no ambito dos anéis de operadores lineares
em espagos de Banach.

A clareza com que as novas ideias abstratas sdo descritas e concretizadas por Monteiro no seu Ensaio
sdo notdveis e representam um progresso significativo, certamente, independente e desconhecido do
coletivo dos matematicos que, sob o nome de N. Bourbaki, estavam a criar os Eléments de Mathématique
que s6 se comecariam a publicar um ano mais tarde em Paris. Na sua autobiografia, André Weyl (1906-
-1998), um dos fundadores e mais influentes matematicos desse coletivo, regista o espirito da época ao
escrever [AW2, p.114]: “In establishing the tasks to be undertaken by Bourbaki, significant progress was made
with the adoption of the notion of structure, and of the related notion of isomorphism. Retrospectively these two
concepts seem ordinary and rather short on mathematical content, unless the notions of morphism and category
are added. At the time of our early work these notions cast new light upon subjects which were still shrouded in
confusion: even the meaning of the term “isomorphism” varied from one theory to another. That there were simple
structures of group, of topological space, etc., and then also more complex structures, from rings to fields, had not
to my knowledge been said by anyone before Bourbaki, and it was something that needed to be said.” Que era
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relevante dizé-lo, Monteiro também o sabia e descreveu-o claramente ndo s6 no Prefacio do seu Ensaio
como também ao longo dos seus quatro capitulos.

No primeiro capitulo, sobre “A TEORIA DOS CONJUNTOS ABSTRACTOS”, Monteiro comega por
introduzir a relagdo dos “elementos abstractos ou indefinidos” pertencerem ou ndo ao conjunto, usando a
notagao de Peano, hoje banal, e com a nogao de igualdade, com a possibilidade de num mesmo conjunto
poderem existir varias relagdes de igualdade, caso em que uma delas, a fundamental em relagdo as outras,
€ a “identidade e a outra ou as outras tém o nome de equivaléncias”, caraterizadas pelas propriedades de
reflexividade, de simetria e de transitividade. Ap6s descrever a inclusdo de conjuntos, a nogao de funcao,
de homomorfismo em relacdo a identidade e de transformagdes biunivocas, conclui que “as propriedades
de que se ocupa a teoria dos conjuntos abstractos, isto é aquelas que se mantém invariantes para uma equivaléncia,

sdo aquelas que se podem enunciar recorrendo apenas as nogdes primitivas da teoria dos conjuntos x =y e xEA e
as funcoes proposicionais da Légica formal.” O capitulo prossegue com uma descricao da poténcia de um

conjunto infinito ou niimero cardinal enunciando o Teorema de Cantor-Berstein sobre dois conjuntos
serem equivalentes se e s se tém a mesma poténcia, deixando a demonstracao para o segundo capitulo,
para onde também remete o estudo da algebra dos subconjuntos de um dado conjunto. Termina com
algumas propriedades sobre os ntimeros cardinais, referindo a equivaléncia entre o problema da trico-
tomia (<, >,=) e do axioma de Zermelo que enuncia da seguinte forma: “Se os elementos de um conjunto A

sdo conjuntos E, ndo vazios e sem elementos comuns dois a dois, entio existe pelo menos um conjunto A’ que

contém um elemento e um sé de cada conjunto E.”

O segundo capitulo, o mais longo do Ensaio, é a primeira exposigdo moderna em portugués sobre
“ALGEBRA ABSTRACTA”, “um dos capitulos mais recentes da Matemdtica Moderna, visto que o inicio do seu
desenvolvimento se pode localizar por volta de 1920” (p.14). Depois de introduzir uma operagao algébrica
num conjunto abstrato e a nocao de espago algébrico, define homomorfismo entre dois espagos algébri-
cos, que é isomorfismo se for biunivoca, quando essa correspondéncia respeita as respetivas operagoes,
e estabelece o objectivo da dlgebra abstracta como aquela “que estuda as propriedades dos espagos algébricos
que se mantém invariantes quando se passa de um espaco algébrico para outro que lhe seja isomorfo” e que se
ocupa das propriedades “que se podem enumerar recorrendo apenas as nogdes primitivas da Algebra”. Depois

Fig. 7. As capas dos livros de M. Fréchet e do de B.L. van der Waerden (Fonte Biblioteca da FCUL).
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de introduzir os axiomas da adicao e da multiplicagao, trata da algebra dos conjuntos abstractos, onde
a adigdo corresponde a unido de conjuntos e a multiplicacdo a intersec¢ao, e demonstra um teorema de
Banach de 1924 sobre a possibilidade da decomposicao de dois conjuntos em duas partes disjuntas que
sdo respetivamente equivalentes, ou isomorfas. Deste conclui o teorema de Schroder-Cantor-Berstein:
“se 0 conjunto A é equivalente a um sub-conjunto de B e se B é equivalente a um sub-conjunto de A, os conjuntos

A e B sio equivalentes”. Em seguida define as no¢des de Grupo, de Grupo Abeliano, de “Espago Vectorial
Abstracto”, de Anel, onde estuda transformacodes e as suas propriedades, e de “Anel Vectorial”, tendo em
vista 0 anel dos operadores lineares definidos num espago vetorial, terminando o capitulo com o “Tipo
algébrico de um espago”, a nogao “que desempenha em Algebra Abstracta o mesmo papel que a nogio de poténcia
de um conjunto desempenha na teoria dos conjuntos abstractos”.

No Capitulo III, dedicado a “TOPOLOGIA ABSTRACTA”, Monteiro coloca-se na perspetiva de Fré-
chet [F] utilizando como nogdo primitiva a noc¢ao de vizinhanca que lhe “parece a mais intuitiva muito
embora existam nogdes da topologia que ndo se sabem ainda exprimir por intermédio da nogdo de vizinhanga”,
centrando esse capitulo na estrutura de Espago (V). Apesar de iniciar o capitulo com uma breve referén-
cia aos espagos topologicos baseados na operagao de derivacao de conjuntos, i.e. a passagem ao conjunto
de pontos limites ou de acumulacao de um dado conjunto, Monteiro distancia-se de Pedro José da Cunha,
o seu mentor em Lisboa [PJC], e demarca-se de alguma terminologia de Mira Fernandes [AMF], dois
dos primeiros introdutores em Portugal destas nogdes que nao faziam ainda parte dos cursos da época.
E interessante ler na pagina 67, como Monteiro refere que “a topologia pode ser baseada sobre outras nogoes
primitivas, por exemplo: vizinhanga, conjunto fechado, conjunto aberto, “fermeture” (ou conjunto de inclusio, na
terminologia do Prof. Mira Fernandes) ponto interior, etc.”, sem contudo citar o artigo de divulgagao [AMF],
resultado de uma conferéncia realizada por aquele professor do I.5.T. no dia 26 de novembro de 1934 na
Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa, e que certamente conhecia, apesar de nao ter assistido
a conferéncia por se encontrar em Paris. Na exposi¢ao das 26 paginas do capitulo III da sua monografia,
Monteiro faz um interessante resumo e uma original sintese da Topologia Abstracta, onde, sendo patente
a influéncia estruturalista na Matematica absorvida na sua estada em Paris, ndo deixa de seguir a termi-
nologia e a abordagem de Fréchet (Espagos (V) e (L), fungdes continuas, espacos distanciados), apesar de
procurar integrar alguns dos desenvolvimentos da década posterior ao livro [F] de 1928.

Finalmente, no quarto capitulo, Monteiro apresenta a ANALISE ABSTRACTA, designagao por si
proposta, ou ANALISE GERAL, como uma sintese das “mais recentes da matemdtica moderna, visto que ela
se pode considerar ainda em plena formagdo”, apresentando-se “como logicamente subordinada a Algebra Abs-
tracta e a Topologia Abstracta e portanto a teoria dos Conjuntos Abstractos”. Assim, entre os espacos algébrico-
-topolégicos, i.e. aqueles que forem simultaneamente dotados de uma “dlgebra” (uma ou mais operagdes
algébricas) e de uma topologia que estejam relacionadas entre si, ou seja, onde as operacgdes algébricas
forem continuas, chama “espagos analiticos”. Nestes podem ser definidas propriedades importantes,
como, por exemplo, limites de somas ou de produtos de sucessdes num grupo topolégico, ou de séries
absolutamente convergentes e de derivadas em grupos abelianos normados e completos. Introduzindo
os espagos de Banach [B], Monteiro apresenta o teorema deste matematico polaco sobre os operadores
lineares serem continuos se e s6 se forem limitados. Mas o culminar deste capitulo estd na generalizacao
a anéis vetoriais abstratos, normados e com unidade, onde € possivel estabelecer uma teoria abstrata da
resolvente e onde estabelece condigdes necessérias e suficientes sobre a aditividade das resolventes de
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operadores lineares, que havia obtido no verao de 1936 e que generalizam resultados da sua tese sobre
a aditividade das resolventes de dois ntcleos de Fredholm [AAM]. Este resultado novo é reconhecido
por Mira Fernandes no seu relatério a Academia, que contudo d4 mais relevo a observacao de Monteiro
na tltima pagina do Ensaio sobre a equivaléncia de dois conjuntos arbitrdrios implicar a equivaléncia
dos conjuntos de todos os seus subconjuntos, determinando entdo a existéncia de um “topo-isomorfismo”
entre estes, pois isso “inculca, sobretudo, a fungio primacial da Andlise Abstracta dentro da Andlise Geral de
Fréchet”.

De facto, Monteiro deu mais importancia aquela generalizagdo do ultimo capitulo do Ensaio, que
publicou posteriormente em 1940 numa pequena nota de quatro paginas sobre Sur I'additivité dans un
anneau, nas paginas 289-292 do volume 1 da Portugaline Mathematica [AAM_0O2008]. Numa nota da pagina
291 deste artigo, Monteiro refere o seu Ensaio e regista a sua intencao de o publicar naquela revista. Nesse
artigo nao apresenta demonstragdes, tal como nao o fizera no Ensaio, pois refere que sdo andlogas as da
sua tese de 1936 [AAM]. E interessante observar que a sua tese foi composta na Imprensa Portuguesa do
Porto, tendo sido também publicada nos Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto no volume desse ano,
cuja Introduction termina na pagina 8 com o agradecimento: “Nous remercions également la Junta de Edu-
cacao Nacional et le peuple de notre pays, a qui nous devons d’avoir pu entreprendre et terminer ce travail sans
préocupations matérielles, pendant notre long séjour a Paris”, cuja expressao sublinhada por nés é omitida na
edicao de [AAM] publicada em 1937 na Portugaliae Mathematica e reproduzida nas suas Obras [AAM_
02008].

AS FONTES, A EPOCA E BOURBAKI (1935-1942)

Se a influéncia de Fréchet, em particular do livro [F] referido na Bibliografia do Ensaio, é indelével,
na teoria de conjuntos Monteiro sofre a influéncia da escola polaca, citando o livro de Sierspinski, também
publicado em Paris em 1928 e na algebra da escola alema, através da primeira edicao do influente livro
de van der Waerden [vW], desenvolvido a partir das licdes de Emil Artin e de Emmy Noether numa
linguagem precisa e moderna, cuja segunda edigao iria ser traduzida em portugués na década seguinte
por Hugo Ribeiro e publicada pela Sociedade Portuguesa de Matemética.

O livro de Sierspinki, apesar do titulo se referir aos niimeros transfinitos e constituir uma introducao
muito clara a teoria de Cantor e dos seus seguidores, contendo resultados recentes, é também inovador
por se basear no método axiomatico, que Monteiro segue no seu Ensaio.

Contudo na topologia geral, onde as influéncias polaca e russa também se fazem sentir, Monteiro
procura manter-se fiel a terminologia de Fréchet ndo indo além dos espacos (V), que lhe bastam, ape-
sar de adoptar uma exposicao mais abstrata e algo inovadora. No entanto, Monteiro refere as dificul-
dades do conceito de vizinhanga, citando em particular, o curto ensaio de 1938, com apenas 39 paginas,
de André Weil [AW1], onde este, para além de estabelecer as propriedades basicas dos espagos uni-
formes, uma classe de espagos topoldgicos adaptada aos conceitos de convergéncia e continuidade
uniformes, suscita um conjunto de observagdes sobre os axiomas da topologia geral onde procura
estabelecer uma distin¢ao entre aqueles com mero interesse histérico dos verdadeiramente importan-
tes que irdo fixar a exposicdo moderna do primeiro livro de N. Bourbaki Topologie Générale, publicado
em Paris em 1940.
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Mas é sobretudo no ultimo capitulo sobre analise abstrata que a exposicdao de Monteiro é original,
pois ndo s6 efetua uma breve e clara sintese entre a dlgebra moderna e a topologia geral, pois, sem esque-
cer os espagos de Banach [B], desenvolve a teoria dos grupos topoldgicos e sobretudo introduz, de forma
independente do matemético japonés M. Nagumo, os anéis vetoriais topolégicos. E importante referir
que, j& na segunda metade do século XIX, Sophus Lie havia langado as bases dos grupos de Lie, que sdo
uma classe particular de “grupos continuos”, mas a teoria geral dos grupos topoldgicos foi iniciada
apenas em 1926, por O. Schreiet, e que o primeiro livro, da autoria de Lev Pontryagin, sendo de 1938 s6
iria ser publicado em inglés em 1939 e nado era conhecido por Monteiro.

Desde a sua chegada a Paris em 1931, Anténio Monteiro trabalhou na biblioteca do Institut Henri
Poincaré, recém-criado em 1928, tendo assistido regularmente aos semindrios que ai se realizavam. Em
particular, o seminario de Gaston Julia, que na década de trinta era frequentado pelos jovens que iriam
fundar o grupo Bourbaki, nos trés tltimos anos académicos da estada de Monteiro em Paris tratou dos
seguintes temas: Grupos e Algebras, em 1933/34; Espacos de Hilbert, em 1934/35; e Topologia em
1935/36. Nos seus relatorios, Monteiro, refere explicitamente as conferéncias de Claude Chevalley, André
Weil, Jean Delsarte e Jean Leray, que no ano académico de 1934/35 também se reuniam periodicamente
em Paris no café Capoulade em discussdes matematicas. Estas reunides, que inclufam ainda Jean Dieu-
donné, Henri Cartan, René de Poussel e Szolem Mandelbrojt, que substituiu Leray, iriam dar lugar a
reunido fundadora do pseudénimo coletivo Nicolas Bourbaki, realizada numa aldeia de Auvergne, no
centro da Franga, em julho 1935.

Fig. 8. As capas dos quatro primeiros fasciculos de N. Bourbaki (Fonte Biblioteca da FCUL).

Se o objetivo inicial do grupo daqueles jovens professores saidos da Ecole Normale Supérieur de Paris
era escrever um novo curso de Célculo Diferencial e Integral, sob a forma de um moderno tratado de
Andlise Matemdtica que substituisse os classicos Cours d’analyse da escola francesa, ao longo das varias
reunides e discussoes coletivas, o grupo Bourbaki evoluiu para uma apresenta¢ao axiomatica e abstrata
de algumas nogdes gerais e essenciais, “les structures fondamentales de I'analyse”, cujos quatro primeiros
livros que constituem os ELEMENTS DE MATHEMATIQUE sao [BLILIILIV]:

Livre I - THEORIE DES ENSEMBLES (Fascicule de résultats) Paris, 1939 (1-2-1940)

Livre II - ALGEBRE (Structures algebriques) Paris, 1942
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Livre IIl - TOPOLOGIE GENERALE (Chapitres I et II) Paris, 1940

Livre Il - TOPOLOGIE GENERALE (Chapitres II1 et IV) Paris, 1942.

O fasciculo sobre a Teoria dos Conjuntos, apesar de datado de 1939, tem a data de impressao de 1 de
fevereiro de 1940, e comega por explicar o “mode d’emploi de ce traite”, que “toma as matemdticas do seu
inicio, dd demonstragdes completas e, em principio, ndo supde nenhum conhecimento matemdtico particular, mas
apenas um certo hdbito de raciocinio matemdtico e um certo poder de abstracgio”. Contém apenas cerca de 45
paginas de defini¢des e resultados sobre elementos e partes de um conjunto, fung¢des, produtos de vérios
conjuntos, reunido, intersec¢ao e produto de uma familia de conjuntos, relacoes de equivaléncia, conjunto
quociente, conjuntos ordenados, poténcias, conjuntos numeraveis e termina com escalas de conjuntos e
estruturas, tendo adotado uma notacao e uma terminologia consistentes e durédveis.

O segundo livro, sobre Algebra, é o quarto volume e 56 é publicado em 1942 na Paris ocupada. Com-
preende o primeiro capitulo das estruturas algébricas, tratando das leis de composicao internas, asso-
ciatividade, comutatividade, elemento neutro, elementos regulares, elementos simétricos, leis de
composigao externas, estuturas algébricas, relagdes entre leis de composigao, grupos e grupos de opera-
dores, grupos de transformagcao, anéis e anéis de operadores, terminando com corpos. A sua introducao
abre com a descrigao sobre “fazer dlgebra, é essencialmente calcular, isto é, efetuar, sobre os elementos de um
conjunto, ‘operagdes algébricas’, cujo exemplo mais conhecido é dado pelas ‘quatro regras’ da aritmética elementar”,
e a sua nota histdrica, depois de identificar trés correntes — a teoria das substitui¢des na resolugao das
equacdes algébricas, o calculo vetorial e matricial e a teoria dos niimeros algébricos — termina na sintese
da algebra moderna como resultado “sobretudo da obra da escola alemd moderna: comegada por Dedekind e
Hilbert nos tiltimos anos do século XIX, o trabalho da axiomatizagio da Algebra foi vigorosamente prosseguido por
E. Steinitz, e depois, a partir de 1920, sob o impulso de E. Artin, E. Noether e dos algebristas da sua escola (Hasse,
Krull, O. Schreier, van der Waerden)”, e reconhece o livro [vW] como fonte de inspiragao.

O terceiro livro de Bourbaki, dedicado a Topologia Geral, é, de facto, o segundo a ser publicado em
1940 e compoe-se de dois capitulos que tratam das estruturas de outro tipo que “ddo um sentido matemd-
tico as nogdes intuitivas de limite, de continuidade e de vizinhanga”. O primeiro, sobre estruturas topolégicas,
inicia-se com conjuntos abertos, que determinam a defini¢do de espaco topolégico, prosseguindo com
vizinhangas e outras nog¢des, como homomorfismos e a continuidade das transformacoes, produtos,
compacidade e espacos conexos, e baseia a no¢ao de convergéncia no conceito de filtro, uma generaliza-
cao das sucessoes introduzida por H. Cartan em 1937, obtendo a completa equivaléncia entre vizinhanga,
conjunto aberto e a topologia da convergéncia. O segundo capitulo trata das estruturas uniformes, um
conceito introduzido por A. Weil em [AW1], que permite estender a estrutura dos espacos métricos
introduzidos por Fréchet em 1906, e generalizar para os espagos uniformes importantes resultados, em
particular de compacidade e de completagao.

Os capitulos [l e IV da “Topologia Geral”, que também se publicaram num fasciculo em 1942, tratam
da teoria elementar dos grupos topolégicos e dos ntimeros reais, respetivamente. O capitulo III, comeca
pela definigao de grupo topolégico, enquanto conjunto munido de uma topologia compativel com os
axiomas algébricos de grupo, desenvolve a teoria baseada nos filtros e nas suas convergéncias e nas
propriedades das estruturas uniformes, e conclui com alguns tépicos sobre anéis e corpos topolégicos.
O capitulo IV introduz o grupo R os niimeros reais como o completado do grupo ordenado Q, dos
numeros racionais munido da topologia dos intervalos abertos, demonstra as propriedades topoldgicas
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usuais de R e das respetivas séries e fungdes numéricas, e termina com uma extensa e bastante completa
nota histérica com doze pédginas.

Comparando a estrutura dos quatro capitulos e das respetivas sec¢des do Ensaio de Antonio Monteiro,
entregue a 4 de fevereiro de 1939 na Academia das Ciéncias de Lisboa, com os contetidos destes quatro
primeiros livros de Bourbaki, que sdo uma obra de outra dimensao e com outra ambicao, ficamos sur-
preendidos pela coincidéncia do seu encadeamento e mesmo pela sobreposicao de muitos dos seus
contetidos. Naturalmente que Monteiro absorveu em Paris, durante a sua estada entre 1931 e 1936, as
novas ideias e os resultados mais recentes das matematicas modernas e que os seus objetivos tinham,
numa escala e num contexto completamente diferentes, algum paralelismo com o ambicioso programa
do coletivo Bourbaki, mas nao podia conhecer nem os planos nem os contetidos dos Eléments de Mathé-
matiques. No entanto, apesar de Monteiro nunca ter sido “bourbakista” nem ter revelado simpatias pelos
trabalhos dos discipulos de Bourbaki, ousamos considerar que o seu Ensaio €, de facto, uma obra pre-
cursora do grande projeto daquele autor coletivo, que também é caraterizada por um modernismo e um
estruturalismo notaveis.

A INFLUENCIA DO ENSAIO NO CEML E NA JIM, ENTRE 1939-1944,
E NO BRASIL EM 1945-48

Aelaboracao do Ensaio aparece na sequéncia dos cursos que Monteiro professou no ambito do Niicleo
de Fisica, Matemdtica e Quimica em Lisboa, nomeadamente no iniciado a 2 de margo de 1937 no Instituto
Superior Técnico sobre Teoria das Matrizes, ja na perspetiva da Algebra Moderna, nas duas conferéncias
sobre Os Fundamentos da Andlise Moderna, realizadas a 20 e 21 de dezembro de 1938, e no Curso de Intro-
dugio a Andlise Geral, iniciado a 27 de fevereiro de 1939 com um programa que cobre exatamente os
quatro capitulos do Ensaio, estes dois tltimos lecionados na Faculdade de Ciéncias da Universidade de
Lisboa [AAM_Fb2007].

A 17 de marco de 1939, a convite do “Grupo de Estudos dos alunos da Faculdade de Ciéncias de
Coimbra”, Monteiro inaugurou as atividades efémeras e sem consequéncias desse grupo com uma con-
feréncia sobre O objectivo da Andlise Moderna, a qual foi relatada em noticia do Didrio de Coimbra de 19 de
margo desse ano da seguinte forma [MCA]: “Toma, entdo, a palavra o Dr. Monteiro, que revelando uma cultura
matemdtica invulgar e com raro poder sugestivo e clareza cristalina (...) fala sobre o objectivo da teoria dos conjun-
tos, da dlgebra abstracta, etc., prendendo sempre o numeroso auditdrio, em que se viam muitos estudantes e profes-
sores, que tributaram ao conferente uma calorosa salva de palmas ao terminar a sua brilhantissima exposigio, que
durou cérca de hora e meia.”

O Semindrio de Andlise Geral foi englobado no Centro de Estudos Matemiticos de Lisboa (CEML), que foi
criado em 1940 pelo Instituto para a Alta Cultura (IAC), anexo a Faculdade de Ciéncias de Lisboa, sob a
presidéncia de Pedro José da Cunha, e funcionou durante um periodo inicial de trés anos, sob a direcao
cientifica de Anténio Monteiro, tendo trazido a Portugal M. Fréchet, que a 17 de janeiro de 1942 foi rece-
bido como primeiro sécio honorério da Sociedade Portuguesa de Matematica pelo seu primeiro presi-
dente e secretario-geral, figurando os trés na fotografia da Fig. 3 [AAM_Fb2007]. O CEML contribuiu de
modo significativo para o arranque da revista e da biblioteca da Portugaliae Mathematica e desenvolveu
uma atividade pioneira de investigagao, com alguns jovens bolseiros, entre os quais Hugo Ribeiro e José
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Sebastido e Silva, os principais discipulos de Anténio Monteiro do seu periodo em Lisboa, criando um
movimento intermitente, sem precedentes, de modernizacdo da Matematica em Portugal. Assim, por
exemplo, aquele semindrio funcionou em abril de 1940 com uma conferéncia de Hugo Ribeiro sobre
Objectivo da Topologia Geral e outra sobre A importincia da Andlise Geral por Anténio Monteiro. No entanto,
0 CEML s6 retomaria atividades uma década mais tarde, em 1952, sob a direcao de José Sebastiao e Silva.

A atividade do Semindrio de Andlise Geral foi descrita por Monteiro no seu relatério de fevereiro de
1940: “O Semindrio tem por objetivo fundamental a realizagdo de trabalhos de investigagdo e para esse efeito existe
um plano de estudos. O objetivo fundamental é estudar os Espacos Analiticos isto é aqueles em que existe simul-
taneamente uma Algebra e uma Topologia. Trata-se de um ramo pouco estudado da Andlise Geral. Para esse efeito
impade-se estudar os fundamentos da Algebra Abstracta e da Topologia e os Espacos Analiticos particulares que tém
sido estudados até hoje. Este ano serd consagrado fundamentalmente a Topologia, muito embora se realizem outros
assuntos ao mesmo tempo. O estudo dos fundamentos da Topologia foi empreendido no principio deste ano por A.
Monteiro e H. Ribeiro, posteriormente ingressaram neste grupo Sebastido e Silva e José Paulo. Os resultados jd
obtidos excederam toda a expectativa. Hi neste momento dois trabalhos publicados na Portugaline Mathematica:
H. Ribeiro “Sur 1’ Axiomatique des Espaces Topologiques de M. Fréchet” e A. Monteiro e H. Ribeiro “Sur
'axiomatique des Espaces (V)”. Além deste hi outros trabalhos realizados este ano no Semindrio. Sebastido Silva,
que comegou a trabalhar hd muito pouco tempo, descobriu um principio de dualidade nas nogoes da Topologia,
destinado a desempenhar, na minha opinido, um grande papel simplificador no estudo da Topologia e a esclarecer
as suas nogdes fundamentais. O mesmo estudioso conseguiu obter jd alguns resultados no estudo do problema de
Wiener (Topologia).”

Com a partida dos jovens bolseiros para o estrangeiro e com as dificuldades criadas em Lisboa nos
finais de 1942 com o fim da sua bolsa de arquivista do IAC, Monteiro, que ainda em 1941 e 1942 havia
comegado a colaboragdo com a Faculdade de Ciéncias do Porto, desloca a sua atividade para essa cidade
em 1943, com o apoio da Junta de Investigacio Matemitica (JIM), comecando uma colaboracao com Alfredo
Pereira Gomes que se torna co-autor duma monografia, com cerca de 150 paginas, sobre Introdugio ao
Estudo da Nogio de Fungio Continua, publicado em 1944 onde as nogdes de Topologia e de Analise Geral
sdo desenvolvidas com clareza e profundidade.

A partir de 1945 Monteiro ensina em cursos e semindarios tépicos modernos de Analise Superior no
Rio de Janeiro, comega a interessar-se e a publicar em estruturas ordenadas e teoria de reticulados e
exerce uma influéncia nos seus novos discipulos brasileiros, entre os quais se destaca Leopoldo Nachbin
que publica duas das cinco primeiras Notas de Matemitica, a colegao fundada em 1948 pelo matematico
portugués no Brasil, nomeadamente o fasciculo n.° 1, sobre Combinagio de Topologias e o n.° 4 sobre Espa-
cos Vetoriais Topologicos. O n.° 2 dessa colegdo, sobre Filtros e Ideais, é do proprio Monteiro e o n.” 5, sobre
Aneis de fungoes continuas, de Marshal H. Stone, sendo todos os cinco sobre temas de Andlise Geral, na
terminologia do Ensaio que comecava entdo a cair em desuso.

E notéria a influéncia do contetido do Ensaio e do seu autor que, com as atividades intensas de inves-
tigagdo matematica de apenas trés anos do CEML, em Lisboa, e de cerca de um ano no CEMP, no Porto,
juntamente com os seus colaboradores vao constituir um esbogo de uma Escola Portuguesa de Topologia
Geral, influéncia essa que se estende ao Rio de Janeiro por cerca de quatro anos. No classico livro de
Topologia Geral de 1955 [K], o matemético norte-americano John L. Kelley, no seu Prefacio, ndo s¢ faz
um agradecimento a Hugo Ribeiro, como cita na Bibliografia trés artigos deste e dois de Monteiro, todos
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NOTAS DE MATEMATICA N. 2

INSTITUTO PARA A ALTA CULTURA
CENTRO DE ESTUDOS MATEMATICOS
LES ENSEMBLES FERMES ET LES FONDEMENTS
DE LA TOPOLOGIE
e .

FUNCOES Ll
CONTINUAS FILTROS E IDEAIS

Awronio uowtaIRo I

SR
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A. PEREIRA GOMES
A. A. MONTEIRO

PORTO—1944

Fig. 9. a) Artigo de Topologia na Portugaline Mathematica, v, 2 (1941), pp. 56-66. b) Frontispicio da monografia também publicada nos
Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto, v. 28, 1944. ¢) Primeiro volume da colecio NOTAS DE MATEMATICA, publicado no Rio de
Janeiro em 1948.

publicados na Portugaliae Mathematica entre 1940 e 1945, uma nota aos C.R. Acad. Sc. Paris de 1948 de
A. Pereira Gomes e a monografia n.” 4 das Notas de Matemitica de L. Nachbin sobre Espagos Vetoriais
Topoldgicos, ambos publicados em 1948.
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ANEXO

INDICE do “Ensaio sobre os FUNDAMENTOS da ANALISE GERAL”
Memérias da Academia das Ciéncias de Lisboa, XLVII - Volume 2, pp. 27-169

Autdgrafo 1(27)
Prefacio (9 p.) 111 (29)
Bibliografia (2 p.) XII (38)
Capitulo I - A Teoria dos Conjuntos Abstractos (13 p.) 1 (40)

1 — Conjuntos abstractos; 2 — Nogao de Igualdade; 3 — Sub-conjuntos; 4 — Igualdade de conjuntos; 5 — Observacao;
6 — Determinagao de um conjunto; 7 — Nocdo de funcio; 8 - Homomorfismo em relagao a igualdade; 9 — Transformagdes
biunivocas; 10 - Objectivo da teoria; 11 — Poténcia de um conjunto infinito ou niimero cardinal; 12 — O problema da tricotomia
e 0 axioma de Zermelo.

Capitulo IT - Algebra Abstracta (52 p.) 14 (53)
§1 - Operagdes algébricas — 1 — Defini¢des; 2 — Sub-espaco algébrico; 3 - Homomorfismos; 4 — Isomorfismos e Automorfismos;
5 — Objectivo da Algebra Abstracta; 6 — Espago algébrico universal; 7 — Axiomas fundamentais; 8 ~ Axiomas da Adigio;
9 — Axiomas da multiplicagdo; 10 — Axiomas que relacionam a multiplicagido com a adigéo.
§2 — Algebra dos Conjuntos Abstractos — 11 - algebrizacéo de E; 12 — Adigao de Conjuntos; 13 — Interseccéo de conjuntos;
14 - Teorema fundamental sobre a dlgebra dos conjuntos abstractos; 15 — Subtracgao de conjuntos; 16 — Teorema de Banach;
17 - Definigoes e Teorema de Schroder-Cantor-Berstein.
§3 — Sistemas com multiplicagdo — 17 — Definicao; 18 — Inversos a direita e a esquerda; 19 — Sub-espago algébrico; 20 — Poténcias;
21 - Exemplos.
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§4 - A Nogiio de Grupo — 22 - Definigdo; 23 — Sub-grupos; 24 — Exemplo de grupos.

§5 - Algebrizagio do espago dos sub-grupos de um grupo dado — 25 — Multiplicagao de sug-grupos; 26 — Intersecgao de sub-grupos;
27 - Produtos Directos; 28 — Propriedades do produto directo; 29 — Grupos decomponiveis; 30 — Automorfismos interiores.
§6 - Grupos Abelianos —31 - Definigao; 32 — Algebra dos sub-grupos de G; 33 — Soma directa de sub-grupos de G; 34 — Algebra
das transformacoes definidas em G; (35) — Resultado de Mazur e Ulam; 36 — Transformagdes aditivas.

§7 — Espagos Vectoriais Abstractos — 37 — Definigdo; 38 — Algebrizacdo do conjunto das variedades lineares de E;
39 - Transformagdes aditivas e homogéneas

§8 — Aneis — 40 — Definigao; Sub-anel; 41 — Anel das transformagoes aditivas de um grupo abeliano; 42 — Nota; 43 — Teorema
de Hellinger-Toeplitz; 44 — Nocao de aditividade.

§9 — Aneis Vectoriais — 45 — Definicdo; 46 — Sub-anel vectorial; 47 — Anel dos operadores lineares definidos num espago vectorial.
§10 — Tipo algébrico de um espago — 48 — Definicao.

Capitulo III - Topologia Abstracta (26 p.) 66 (105)
§1 — Espagos (V) — 1 — Espagos topoldgicos; 2 — Espacos (V); 3 — Fungdes continuas; 4 — Homeomorfias; 5 — Objectivo da
Topologia.

§2 — Tipo de dimensdo de um espago topoldgico — 6 — Defini¢ao.

§3 — Espacos (V) particulares — 7 — Espaco acessivel; espaco de Hausdorff.; 8 — Espagos L.

§4 — Topologia dos conjunto abstractos — 9 — Limite de uma sucessao de conjuntos; 10 — Equivaléncia e homeomorfia.
§5 — Espacos distanciados — 11 - Nogao de distancia; 12 — Axiomatica de Lindenbaum; 13 — Espagos nao distanciados.

Capitulo IV — Anélise Abstracta ou Anélise Geral (38 p.) 92 (131)
§1 - Espacos algébrico-topoldgicos — 1 — Defini¢ao; 2 — Topo-isomorfismo; 3 — Objectivo da Anélise Geral; 4 - Dimensao algébrica
de um espago.
§2 — Espagos Analiticos — 5 — Definigao; 6 — Propriedades dos espagos analiticos; 7 — Algebrizagao das variedades fechadas.
§3 — Grupos topoldgicos — 8 — Definigdo; 9 — Grupos abelianos topoldgicos; 9 — Variedades fechadas; 10 — Grupos abelianos
perfeitamente decomponiveis.
§4 — Dimensdo algébrica dos grupos abelianos perfeitamente decomponiveis — 12 — Teorema.
§5 — Grupos abelianos — 13 — Defini¢ao; 14 — Nogao de série; 15 — Espaco G* ; 16 — Grupos normados perfeitamente
decomponiveis; 17 — Nogao de derivada.
§6 — Espagos de Banach — 18 — Definicao; 19 — Fungdes analiticas; 20 — Operadores lineares; 21 — Variedades fechadas.
§7 — Aneis vectoriais normados — 22 — Definicdo; 23 — Resolvente; 24 — Espagos de Banach com operadores.
§8 — Andlise dos conjuntos abstractos — 25 — Sucessdes de conjuntos e limites; 26 — Equivaléncia e topo-isomorfismo.
— FIM na pagina 130 (169).
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L

w PREFACIO

A Andlise Geral foi fundada no princi{pio d&ste século por
Maurice Préchet, com o objectivo de generalizar o calculo
diferencial e integral para as fungdes em que a variavel
independente - e eventualmente a prépria fungio - 330 ele-
mentos de natureza qualquer,

M.Préchet considera a Ahilise Geral como tendo por objectivo

& estudo das correspondéncias entre variaveis de natureza

gualguer ( foja NOTICE SUR LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES DE M.
PRECHET , Paris 1933 e 1'ARITHMETIQUE DE L'INFINI, Paris
1934 ) . Em particular ndste ultimo trabalho diz que (p.8):
" 1 tessentiel de ma contribuition & cette nouvelle théorie

" est sans doute d'avoir montré comment on peut etudier les
" transformations oti, sans connaltre la nature des éléments,
" on en supposait au moins défini le voisinage " .

Cantor nos fins do século XIX fundou a teoria dos con=
juntos abstractos , que Préchet considera ocomo um capitulo
da Analise Geral,

Podemos dizer que a teoria dos conjuntos abstractos se
ocupa das propriedades dos conjuntos de pontos que se man-

tém invariantes em relagio ao grupo das transformagSes bi-

un{vocas B ,
Um segundo capftulo da Anélise Geral & a Topologla que es=

tuda as propriedades dos conjuntos de pontos que se mantém
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invsriantes em relagio ao grupe das transformagdes bieontinuas

ou homeemorfias, £ clare que H é um subegrupe de B, Os espagos

de que se ecupa a topolegia tém o nome de espagos topol‘gieos.
Por outro lade a Klgebra Abstracta que é um dos capitulos

mais recentes da matemitica mederna estuda os conjuntos abs-
tractos E onde se define pelo menos uma Operacao que a cada par
ordenado ( a, b ) de elementos de E fas corresponder um iinico
elemento de E ; daremos a um eonjunto nestas condigdes o nome

de espaco nlg‘brieo . As propriedades de que se ocupa a algebra

abstracts s3o aquelas que se mantém invariantes em relagio ao
grupo I dos isomorfismos ( correspondéneias diunivocas que res-
‘peitam a operagio eonsiderada ) . I @ evidentemente um sub-gru-
po de B,

A nogao de espage é aqui tomada no sentido que lhe atribduiu
Uryshon - isto ét um espage & um conjunto onde se define pelo
menos uma relacio entre os seus elementos, Essa relagio & na
teoria dos conjuntos abstractes a relacao de igualdade, na to-
pologia a operacdo de derivacio e na algebra sbstracta uma ou
mais operagdes algébricas, M, Préchet considera que estas no-

¢3es_: lorsqu'on voudra passer 4 la généralisation de 1'Algée

bre e du caleul différentiel ne sont pas suffisantes A ( veja

LYARITHMETIQUE DE L'INFINI pgs. 10 ). E M, Préchet é assim le-
vado, com o objectivo de generalizar a nogdo de diferencial
abstracte, a estudar espagos vectoriais em que se define uma
métrica ou mails geralmente uma topologia., Por outre lade o de-

senvolvimento da teoria dos operadores lineares e da Algedra
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Abstracta tem levado 0s analistas a considerar uma série de es-
pagos da mesma natureza que nos intereswa caracterizar diszendo

que na sua definigio intervém simltineamente nogles de algedbra

e de topolegia,
Pol o reconhecimento déste facto que nos levou a introdusir

a nogiio de espago algébrico-topoldgice - que podemes definir

come um espage onde existe simultineamente uma algebra e uma
topolegia, © a considerar um novo capftulo da Andlise Geral; a
que podemos chamar Andlise Abstracta, que tera por objectivo o
estudo das propriedades invariantes por um topo-isomorfismo,
iste &, per uma correspondincia biunivoca que é simultineamen-
te uma homeomorfia e um isomorfismo,

0 eonjunte T dos tope~-isomorfismos formam um grupo que &
simltineamente um sub-grupe de H ¢ de I, As propriedades que
se estudam na Analise Abstracta s@o portante simultaneamente
propriedades algébricas e propriedades topoldgices. A analise
abstracta apresenta-se assim como um cap!tulo da Andlise Geral,
se considerarmos esta Gltima como o estudo das correspondénci-
as entre elementos de natureza quaiquor.

¥o capitulo 1Y demos também & Analise Abstracta o nome de
Andlise Gersl, porque esta foi fundeda por M, Préchet com o o-
bjeectivo de generalizar o calcule diferencial e integral, e
porque essa generalizagio 86 @ po-aivolﬁrooilunpnto nos espagos

anal{ticos.
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X

A nog@o fundemental da teoria dos conjuntos abstractos é a
negio de poténcia de um conjunto, e a sua definigdo é tal que
dois conjuntos com a mesma poténcia sio necessariamente equie
valentes, isto é: existe entre 3les uma ocorrespondéncia biue
nfvooa ( Teorema de Cantor - Bernstein ),

A negdo fundamental da topologia é a nogdo de tipo de di-

mensio de um espagd, intreduzido ainde por Fréchet, Se dois

espagos E o P tém o mesmo tipo dimensional, $les ni@o s@o ne-
cessariamente homeomorfos; mas em todo o0 0aso Banach demons-
trou que & sempre possivel decompdr E e P em dois conjuntos
Ez= E+ E
P-F P
( onde E,0¢ E, bem como F, o F, sdo disjuntos ) tais que E:é .
homeomorfo a F. ( 1 = 1,2 ).
Pémos levados a introduzir na algebra a nogéo de tipo al-

gébrico de um espage, ocuja definigdo & indicada no capitule

II, mas ndo conseguimes nenhum resultado anilogo so teoreme

de Cantor - Bernstein ou ao teorema de Banach,

¥a Analise Abstracta ( eapitulo IV ) f3mos levades a intro-

duzir a nogio fundamental de dimensio algédbrica de um espago

algébrieo-tepolégice, e a sua definigio & tal que se dois es-

espagos tém a mesma dimensdo algébrica $les tém necessiriamen-

te o mesmo tipo algébrico e o mesmo tipo dimensional e portan=-

to a mesma poténoia,
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A nogéo de dimensdo algébrica contém como caso particular

a nogdo de dimensio linear de um espacgo do tipo ( P ) intro-

duzida recentemente por Banach ( veja: TEORIE DES OPERATIO-
WBS LINEAIRES, VARSOVIA, 1932; pgs. 193 ), & a tnica nogio
particular de dimensSo algébrica que com nosso conhecimento
foi até hoje considerada. '

ihto exemplo mostra~-nos que a nogao de dimensdo algébrica
é de facto uma nog¢ao fundamental da Analise Abatracin.

A nogio de espage algébrico-topoldgico, tal como a nogio
de espago ( V ), nde & susceptivel de nos conduzir a proprie-
dades muito numerosas e por 1sso f3mos levados a particulari-

sa-la introduszindo a nogéo de espagos analfiticos ( veja ca~

pitulo IV, § 2 ), para os quais & ja possivel indicar um certo
nimere de resultados importantes nas aplicag3des,
Nos espagos anal{ticos existe uma conexéo entre a flgebra
e a topologia do espago, o que n3o acontece necessariamente
nos espagos algébrico-topoldgicos, Encontramo-nos assim peran-
te ;;alilnqin de uma ideia que M, Fréchet foil levado a formu-
lar no estudo dos espagos vectorials nos seguintes térmos:
" 81, logiquement, on peut associer de maniére queleconque
" dans un méme espace les proprietés vectorielles et les pfo-
® priéfés de continuité, on risquerait de produire des mons-
" tres., En intreduisant dsns un méme espace deux principids
" d'ordre, ceux-ci doivent eoopérer et non s'opposer,"
Particularizendo a algebra e a topologia do espago anali-
tico considerade podoiiamos indicar um conjunto numeroso de
espagos particulares, Limita-mo-nos a indicar os mais impor-

tantes, Pdmos também levados a procurar um teorema de estruc-
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tura analogo ao teorema de Banach ou ao teorema de Cantor - Ber-
nstein, Um tal teorema nio deve existir no caso de um espago a-
nali{tico qualquer, mas existe para espagos particulares. Com $s-

te objectivo introduzimos a nogao de grupos abelianocs tqpol&glp

cos perfeitamente decomponiveis para os quais oonsogufhol demons-
trar um teorema analogo aos teoremas de Banach e de Cantor - Ber-
nstein, Em particular podemos afirmar que se dois grupos adbelia-
nes topol&gicos perfeitamente decomponiveis tém a mlﬁna dimensso

algébrica 8les s@o topo-isomorfos.

=

Foi & luz destas 1deiass gerals que procedemos a redacqéo dds-
te trgqbalhe consagrado aos fundamentos da Analise Geral,

Um estudo or{tico das nogles fundamentais da teoria dos cone
juntos abstractos mostra-nos que o eonjunto'g dos sub=-gonjuntos
de um conjunto dadoe E é um e8pago analitico, quando se definem
em E as negdes habituails de adigie, intersecqdo e limite de uma
sucessio de subeeonjuntes de E, Como estas nogSes sie indispen-
saveis no desenvolvimento daquela teoria e em particular na de-
monstrac@o do teorema fundamental de Cantor - Bernstein, fica
assim demonstrade que a nogio de espago analitico & smsencial
na Analidé Geral,

A algebrizacio deos sub-sonjuntos de um eonjunto desempenha
portanto um papel importante na teoria dos conjuntos abstrastos,
onde ela & feita de tal maneira que toda a equivaldneia & neces-

siriamente um isomorfismo, Mals geralmente mostramos que toda a
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equivaldnoia & um topo-isomorfismo,

Na algebra abstracta fOmos também levados a pdr em evidénoia
© problema da algebrizacio de um espago algébrieo dado e nio en-
contramos, mesmo na teoria des grupos, uma algebrizagio que gosas-
se de todas as propriedades encontradas na teoria dos eonjuntos,

A melhor algebrizag@o conhecida é aquela que se obtém com a
relagfo do produto directo, ou de soma directa no caso dos grupos
abelianos,

Mo capi{tulo eonsagrado & Topologia tomamos como nog&o fundamen-
tal a nogio de espago ( V ) que nos parece a nogdo primitiva mais
intuitiva, dentre tedas aqupian sdbre as quais se pode basear a
topologia,

0 estudo na nogdo de espago ( V ), intredusida por Préchet,
levou-nos & conclusio de que & possivel definir de uma infinidade
de maneiras diferentes a nogie de ponto limite de um conjunte si-
tuado nimespage ( V ) e que portantoisvespago ( V ) pode dar o~
rigem a uma infinidade de topologias diferentes, £ interessante
notar que esta eircunstincia se pode mesmo apresentar em espagos
( ¥V ) bastante particulares, como sejam por exemplo Os espagos
de Hausdorff, POmos assim levadds a intreduzir duas condigles su-
ficientes ( que devem verificar as vizinhangas ) para que no es=
page considerado haja apenas uma topologis, Uma desaas condigdes
é ja conhecida, ela intervéem por exemplo na definigdo de espago
de Hausdorff, enquanto que a outra nio a vimos indicada em parte
alguma, muito embora ela represente uma ideia muito simples e ime
tuitiva,
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Uma catégoria importante de espages ( V ) slo aqueles em que
existe m'ﬁ:nuio entre a operagio de derivagio ¢ e adigio de
eonjuntos, em particular aquéles para os quals

(1) D (A+B) =D (A)+ D (B)
5° ()= d[p (a)) C D (A)
onde D (A) representa wh sonjunto derivado de A, £ o que aeon-
tece nos espagos acessivels e nos espagos de Hausdorff,

Nos espagos anal{ticos imperta sobretudo relscionar a Sopolo-
gle com a algebra dos sub-espagos algébricos do espago dade ¢ ea
particular, na teoria dos grupos abelianos, com os conjunos que
estio em relagioc de soma directa.

P8mos com $sse fim levados a considerar os grupes abelienos
prefeitamente decomponiveis para os quais

D (A® B) =D (A)® D (B)
relago andloga 2 eondigfe (1).

Além dos resultados i indicades apresentames no decorrer alete
trabalho um certe nimero de proposigSes e de nogdes novas que o
leitor reconhecerd sem dificuldede, limitando-nos a indiear qqui
a generalizagio para um anel da nogdo de aditividade, de que tra-
tamos oom desenvolvimento na nossa Tése de Doutoramnenso na Univer-
sidade de Paris, Nio damos qui a demonstraglo dessas prepriedades
que s&o em tudo andlogas &s indiocadas no referido trabalhe,

¥a teoria dos grupos normedos mostrémos rapidamente que & pos-

sivel faser uma teoria das séries,
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Dg mesmo modo & possivel uma teoria Welerstrassiana das fungdes
anal{ticas de uma variavel complexa cujo contra-dominio & um e-
lemente dum espago completo de Banach,

Na teoria dos anéis métricos & possivel fazer uma teoria da
resolvente analoge & de Predholm para a qual indicamos ainda ue-
ma generalizagso dosgiiii‘oaditlvOI.

Se com a realizag@o déste trabalho conseguirmmes chamar & aten-
¢80 dos jovens estudiosos do nosso pafs para a importineia sem-
pre crescente da Anilise Geral, fundada por M, Fréchet, cujes
métodos tendem a dominar a estruturagfo da matemitica moderna,
podemos considerar o nosso objestivo como atingido porgque pensa=-
mos que nestas condigSes servimos a ciéncia de uma maneira geral
e 0s estudiosos portuguéses em particular, Por essa razdo apre-
sentamos 8ste trabalho & Academia das Ciéncias de Lisbea para e

conourse ao Prémio Cient{fico Artur Malheiros de 1938,

!
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CAPITULO I

A TEORIA DOS CONJUNTOS ad5TRACTOS

- Conjuntos abstractos, A nog@o de gonjunte abstracto & a noglo

fundamental da matemdtica moderna. Ela 1nterv€k, por exemplo, como
teremos ocasiBio de v;}, na j&gebra fbstracta, na Topologia Geral e na
Analise Geral, ﬁﬁ;}poaiqlo do obqbtivo da teoria dos comjuntos abstractc
deve portantofﬂha exposiglio relativa a cada uma daquelas teorias,
Da-se o nome de conjunto abstracto a todo o conjunto em que we abstrai
da natureza dos seus elementos, Um conjunto abstracto pode portanto
ser constituido por pontos, fungdes, nﬁmeros,rectas, equagdes, operado-
r.l,-etc:SlI que nos importe especificar que se trata de elementos des-
ta ou daguela natureza,
Nestas condigles os elementos do conjunto tem o nome de glementos
abestractos ou indefénidos. Para 1ndicar que um elemento g pertence a
um conjunto A escrevemos ( -oaundo 8. Peano)

acA
e para indicar que g nfo pertence ao conjunto A, escreveremos

a ¢A
Para representarmos o conjunto formado pelo elemento & usaremos a no-
tagéo (a ).
2-Noc#o de jgugldade, Dado um conjunto abstracto A, diremos que a no-
géo de igualdade estd defenida sObre A, quando para cada par ordenado

(a,b) de elementos de A existe uma relagho que verifica as seguintes
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condigBess
1- DetermjinagBo: Para oada par ordenade (a,b) de elementos de 4
1

ou existe a relaglio em questlio, e entBo escreveremos g=b (leia-se

a igual a b) ou ent#o nlo existe essa relagBo e escreveremos a#d

(leia-se g diferente de b).

I.,- Propriedade reflexivat pa.r+ada elemento a de A tem-se g=ga

I - Simetria, Se g =b serd tambem b_= 3.

I?‘r - Iransitividade. Se a=D0 e b= entBo ser: g =c, quaisquer que
sejam g, b e ¢ de 4.

Num mesmo conjunto A pod¥m existir vérias relagles de igualdade,

(® o que acontece, por exemplo, na teoria dos vectores onde se de-

finem diferentes relagBes de igualdade que dSo origem &z nogBes de

vectores livres, deslizantes e aplicados),

Se uma das relagBes de igualdade deve ser cofteiderada como funda=

mental em relag#io a outras aguelg tem o nome de identidade e a outra

ou as outras tdm o nome de eguivaléncigs,

Para notar a identidade serf entdo usado um dos sfmvolos =ou=, e

para as equivaléncias um dos s{mbolos ~ » 5=y AT, 02, B, R, et

33 Sub-conjuntos, Se todos os elementos de um conjunto A 88o elementos

de outro conjunto B, diremos que A ¢ um 8uo-conjunto de 3 e esore-
veremos para indicar &sse facto:
ACBH
ou By - e

relagBes que se 18m respectivamente: o conjunto A € um sub-conjun-

to de B ou 4 & :
' A uma parte de Bje B tem A como sub-conjunto ou 3 con-
tem A,

A relag3o entre dois conjuntos A e B que representamos pelo nfn-

bolo Cdé-se o nome de relagZo de inclusfo.
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3

£ evidente que a relagBo de inclus®o gosa ds propriedade transitiva,

:“r:-conjmto de 3 ¢ 3 é um sub-conjunto de C , 4 &

isto é: se 4 é/

ainda um sub-conjunto de €, isto &:

i ACB e BC ¢
implicam A C ¢
4- 1 e de njuntos.Seja £ um conjunto auvstraucto yualguer e

seja _; conjunto dos sub-conjuntos de E. Diremos que dois conjuntos
‘,e'& e Be % 880 iguais ( e escreveremosi= 3) quando fdrem verifi-
cados simult@neamente as duas seguintes condig¢Bes:

ACSB 3512
Como todo o elemento de A & um elemento de g/riclprucancme, vé-se
imediavamente que 2 ¢ 4 contem o meemos c.lesaentos)isto é:08 dois
conjuntos A_ e B sfo .ta!?ntioea. U leitor gode veririear sem difi-
oculdade que s8o verificados, para a Telagdo de igualdade assim de-
:u'nida.os axiomds I, I 5 I, I,. Para indicar qQue dois conjuntos
A e B ndo sio :ld,ﬁ;tinos escrveremos A s 3
5- Observac8o.Cada relaglo de igualdade defenida sdore um conjunto
A, define simultaneamemte uma classe de sub-conjuntos de A sem gle-
mentos comuns dojis & dois, ou ainda Gomo se costuma diger uma classe
de sub-gconjuntes disjuntos de Ao
Com efeito oonsideremos o sonjunto ¥ dos elementos de A que %o
iguais a um elemento & de 4; daremos a Z o nome de classe gerada por
2. £ evidente que as duas classes geradas Pelos elementos g o b 8§

Podem ser i8&nticas se £3r & =D

Pode aconteger que a classe gerada POor a 4 Beja constituidag a{nioa-

Rente pelo elemento 8, N0 caso ocontririo
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Estl ovservagio vai-mes permitir precisar a noglo de conjumnto.

Para que um eonjunto A, seja déterminadg, § neesssario que sejam
verificadas as seguintes ocondigSes.

12) Dado um elemento a qualquer, mas bem determinado, das duas uma
ou g cA, ougd A.

22) No conjunto A existe uma relagd@o de igualdade tal que a classe
gerada por um elemento qualquer g <A & constituida unicamente TEETE
aktweawtot® pelo elemento a,

Assim por exemplo:no conjunto constituide pelos m{neron 1,3,3, os
dois nu'neros 3 que néle figumam devem ser considerados como elemen-
tos diferentes,e nestas condigles a Telag8io de igualdade a que so—308 -
refere u condigHo 2¢) nBo pode ser a relagio de igualdade entre nu-
meros inteiros,

A teoria dos conjuntos abstractos ocupa-se dos conjuntos A que ve-
rificam as duas condigBes 19 e 2¢), isto &, ocupa-se dos conjuntos

A para osqugis:12) nés podemos decidir se um elemento dado pertence
ou néo ao conjunto A

20) pabemos distinguir uns dos outros 08 elementos que pertencem

a0 conjunto A, i

7- Nog@o de funcdo. Se.ju._ye ydoia conjuntos em cada um dos quais
foi defgnida uma relagdio de igualdade que podemos r@&presentar pelo
mesmo simbolo = » 8em perigo de confusfo, se tivermos 0 cuidade de
indicar as letras que utilizamos para represmddar eos elementos de
le e de .

Suponh 8 que a cada elemento <« E—)( fazemos corresponder um

elemento] e um é dc/ que representaremos pela notag%o f (x)
=%

de tal maneira que todo e qualqger elemento b4 de%‘ 0 correspondente
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I

de um elemento pelo menos dex. Nestas condigdes diremos que
¥y = f(x) é uma fungBo uniforme cujo dominio é xo cuje ocontra-do-

minie 6%. Famvém § costume dar-se a Lo nome de sonjunto dos gr-
gumentos e n}o nome de conjunto dos valores da fungfo y= f(x).
Podemos ainda diszer que a funglio f trusfornzcn%

e Sc X Gx representaremos por f(X) C‘yﬂf o conjunto dos
elementos de que dorrespondem aos elementos de X ,

sa}ﬁr chrcpruentnre-oa por r"'m o conjunto de todos os ele-
mentos de zcujoa valores pertencem a Y,

8- Homomorfismes em relaclo a igualdade. Diremos que f define um
homomorfismo de X em relativamente as relagSes de igualdade ante-
riormente consideradas quando f8r verificada a scguinte condiglor
X = X, implica f{x )= fix_ ) quajquer gque scjam X, e x, dex

A funqﬁo 1 & portanto’ uma transformagBo que respeiia as relmgles

de igualdade defenidas em_%c .

€omo na teoria dos conjuntos dois elementos distinctos pertencentes
a um mesmo conjunto devem ser considerados como diferentcs ()
toda a transformagdo de um conjunto xnm conjunto ;ur& sempre
um homomorfismo relativamente as relag8es de igualdade defp'nida- em

Z.y.(}

9~ IransformagBes biunfvocas.Diremos que y = £ (x) transtoru/zul

de uma maneira biun{v@ca quando a igualdade
(V) 2(x) = £lx)
implicar a igualdade
() =2 =
nestas condigBes as igualdades (1) e (2) s8o0 equivalentes,
Néste caso existe a fungd@o inversa x- r—'(y) que tru.naférma/uz de

uma maneira biunf{vPea,

Pados dois conjuntoa)(o%, se existir uma transformagZo biunfvéca
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- . ¢

doﬁ/em ,V ( ou o que é o mesmo de /!f'/em/() diremos que os dois
conjuntqf/?/c jio eguivalentes e éﬁcrevarcnos:
Z
A relagdo de equival@ncia gosa de todas as propriedades da relagBo
de igualdade, com efeito:
I - Dados dois conjuntos Ie; ou & verificada a relagio 2"’/;/011
n8o é verificada (29(«%
I -2’“’2’, basta considerar a transformagfo x = f(x) onde xé%.
I - SeXw seré.ymzoomo vimos precedentemente.

) Se%ﬂ/ye }"VZ aerilﬂr.z .« Comd efeito seja f(x)- y uma

transformagaé biunivoca de}em e z = g(y) uma transformagio

biuni{voca de 7 em-z. A transformag®o
v 2=j[fru;j = Rlw)
¢ uma transformagio bimn{voca de _/?/em 2, como & f&cil/verifioar.

10- QOb,je 0 da teori 08 conjuntos,abstractos, 4 teoria dos con-

Jjuntos aostractos estuda as propriedades dos conjuntos abst.yé?;oa
que se mantdm invariantes quando se passa de um conjunto para
um outro que lhe seja equivalente, ou o que opfnesno, quando
se efectua souvre um conjunto uma transformagZo oiunf{voca.
Podemos portanto diger que na teoria dos conjuntos & impossivel dis-
tinguir dois conjuntos -quivalentaa;Tt?das a8 propriedades de um dos
sonjuntos pertencem ao outro conjunto e reofprocamante.
Naf‘eoria dos conjuntos quando estudarmos as propriedudes de um conjunsc
to determinado A, estudamos wo mesmo tempo as propriedades comuns a
todos os conjuntos equivalentes a 4.
Podemos ainda apresentar a mesma ideia da seguinte maneira: seja
j{-n) a fam{lia ( isto & o co.'n,juntoJ de todos os conjuntos equiva-

lentes a0 comjunto A; a teoris dos conjuntos estuda as propriedades d

2 de cada uma das fam{lias %e gosam da seguinte propriedade 19)
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As fungBes propesicionais primitivas da teoria dos sonjurdos sdo?

a igualdade x = y e a noglo de élemento de um gonjunto x < X,

Com aas operagBes fundamentais da Légica formal e com estas duas
e !

anﬁcsiﬁ;imitivan da teoria dos conjuntos pode-se construir toda a

obtida?sar& uma funcdo
Se £ f8r uma transformagdo biun{voca de ./ em 7/, tivemos ocasiZo

de f‘rélue X o=y & equifglente a r(§)=itw\)
Por outro lado & evidente :dua se xe X serd £(x) ¢ r(x').-y "
Isto & a relagio de isualdide e a propriedade de ser elementolle um

teoriq; o8 copgjuntos abstragtos; toda a tungio proposiocional assim

conjunto mant8m-se quando sg&panls de um conjunto para outro equiva-
lente. Nestas condigBes de taﬂa a proposi¢Bo que se possa enunciar
para o conjunto A em que 1nter¥5nham apenas as nogles primitivas
X:yex G;/i » B8e pode deduzir uma outra relativa ao copjuaéoe

f(A) que se obtem substituinde x por f(x).

Podemos ainda dizer que gs propriedades de que se ocupa s teoria

dos conjuntos aocstractos, isto & agquelas que se mant8m invariantes

por uma equivaléﬁcia)gio aguelag que se podem enunghar recorrendo
¥ ;

& €5 DTopos formgl .
Exemplo I- U7Gonjuntn formado por um finico elemento pode ser ca-
racterisado como um conjunto A que gosa das seguintes propriedades
12) existe um objecto x tal que x & A
20) se y € A serd xz-y.
Se f f8r uma equivaléncia, o conjunto £ (A) gosa ainda das duas prop:
priedades:
1¢) existe um objecto tex)- tal que 40 € Fca)
20) se £ (1) ¢ 1(A) serd £ ()= 4(y)
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O iI

donde se conclui que f£(A) & formado por um éinico elemento.
Exemplell.Dados dois conjuntos AcX ¢ Be X dig-se que 8les sio

diajun_lt‘.oa se ndo tém nerhun elemento comum, propriedade que pode
ser na?-acteri:nda pela seguinte condigie: |

c) Nao{ existe nenhum objecto x tal que x¢ A e x& B

Se'L £8r uma equival@ncia que transforma x em y podemos dizer:
¢ ) Nio existe nennum odjecto f£(x) tal que f(x) ¢ £(RA) e £(x)€£(B)
Nestas condigBes £ (A) e f(3) sZo disjunto..
11- Poténeia de um conjunto infipito ou nimero gerdinal.
Vamos agora aovordar o estudo da nogéo de pﬁnero cardinal ou de
poténcia de um conjunto, que & a noglo fundamental da teoria do

dos oconjuntos aostradtos.

DePanigBes sI-Diremos gue dois conjuntos gbstrac
e3 tém o mesmo nfimero cardinal ou a me gnei e
for equivalente a um sub-conjunto 3;C B e se 3 fOr equivalem-
- _conjunt .

Nestas oondig&es esCreveremos
=3
(1eia-se: poténcia de A igual a potdncia de B)

II- Diremos gue a potfncia ou o nfimero cardinal do gonjunto

.

rior n onj : nt
-con t e s¢ B n r egu ent nnum
sub-gonjunto A, C A,Bntlo escreveremos
Ay ®

Nestas mesmas condigles também é costums dizer-se que a po-
téncia do conjunto B & inferior a poténcia do conjunto A e

escrever

<A
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H& ai‘_da 14310uentt doiy casos possiveis.

I1I-4 pot8ncia de A ¢ inferior b poténcia de B e antBo escreveremos

A<3B
cuja def¢nigEo acaba de ser dada.

IV- Diremos que a poténcia de A é incomparavel com a poténcia de B

se A ndo f8r equivalente a nenhum sub-conjunto 3, (3 e se B n&o

f8r equivalente a nenhum suv-conjunto, A (:A_

b necea»d@;o fazer algumas ooservagBes aobro as dofcnxqﬂes preceden-
tes.1¥)Em primeiro 18gar & evidente que @e dois conjuntos 4 e B sio
equivalentes &les t@m a mesma poténoia, 1atg é: se A ~3B

sewd A:3

Ora #recfprooa desta proposigfo tambim & verdadeira, isto &: se dois
sonjuntos A e. 3 tém a mesma poténcia &sses dois conjuntos -&8 equi—

valentes, isto &:

R
se Ak
serd .. An B
Esta proposigd@o & conheciida pelo nome de Teorfw =B i

e lfa domina toda a teoria dos oonjuntos abstractos. A sua demons-
trpglio serd indicada mais adiante no capitulo II, e serd baseada

num teorema de Banach.
0 que & importante dizer n&ste momento & que é impossivel demons-

trar o teorema de Cantor-Berngetein antes de estudarmos a flge-
bra dos sub-oconjuntos de um conjunto dade; porque messa teoria

se introduzem nog8es que sdo indi-pansi;uis para a demonstragfio do

-

referido teorema, em particular as nogBes de soma e de intersegqko
de dois ou mais conjuntos. Ora como nfs pretendemos fazer um l-tuao ‘W
er{tiso das nogBes fundamentaie da Anflise Moderna & natural que nfio
estudemes a flgebra dos conjuntos antes de defenirmos com precisSe

© objectivo da Llgebra Abstracta, e de indicarmos as noJdes fundamen-
tais doja doutrina. '
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Em tshas as exposigBes que conheoemos da teoria dos eonjuntos abs-
tractos, as nogBes de soma e de interseggio de dois ed mais conjuntos
costumpm ser apresentadas logo de infcio e estudadas com t8do o deta-
lhs.Vosa-se por exemplo o ocurso de Sierpinski (pag 5 e seguintes).
Nestas condigSes poder-se-ia preguntar se essas cnndig¥es devem ou
n%o figurar numa ekposigBo da teoria dos conjuntos abstractos,

2 olaro que nés esfamos en oondigBes de dar uma resposta a esta ques-
t8o,visto que jé defenimos ("°l° ) o objeotivo da teoria dos conjuntos
abstractos e possuimos mesmo um critério ye nos permite reconhecer

se uma nogdo determinada deve ser ou nio estudada na teoeria dos con-
juntos abstractos. As nogBes de que se ocupa a teoria dos conjuntos
abstractos sdo0 aquelas gque podem ser defénidas recorrendo apenas as
nogBes primitivas da teoria dos sconjuntos x=y e x € A e s fungles
proposicionalis da Togica formal.

@ra & facil de reconhecer como teremos ocasifio de var que as noglew
de soma e de intersege®o de dois conjuntos, estZo0o precisamente nessgas

L]

oondigBes; trata-se portanto de duas nogBes que pertencem & teoria
dos conjuntos abstraetos, na qual sZo estudados habitualmente.

Mas € bfeciao também dizer, que essas neg%es s8o0 ao mesmo tempe no-
¢8es de flgebra, como teremos ocasifio de v8r, e que portanto também

é possivel sem inconveniente estud&-las no cap{tulo consagrado a Al-
gebra Abstracta, Ehccidinos proceder assim, ndo s para simplificar
a exposigio, mas também porque no7£areoeu que melhor poderiames nessa

altura p8r em eviddncia certas caracteristicas da Algebra dos cenjun-

tos.Por outre lado ficarf assim em eviddnoia a ideia de que: a alge-

hx*’aﬂﬁﬂ_ﬂﬂﬁ_lnb- o to e
P e g
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aljstractos.

Se admitirmos provisbériamente o teorema de Cantor-Bernstein, podemss
diger que para que dois conjuntos A e B tenham a mesma pot8ncia é
necessério e suficiente que 8les sejam equivalentes. A nogHo de
poténcia de um conjunto A apresenta-se assim como uma propriedade
comum a todos vs conjuntos equivalentes ao conjunto 4,
A ouncrcti,aqﬁo da nogdio de potdncia pode entdio ser apresentada da
seguinte maneira: Seja A um conjunto infinito determinado, para fim
xar ideias podemos supdr que A & o conjunto formado pela sucessio
natural dos nimeros inteiros,

o A) 0, 1, 3, 3, 40009 N sove

diremos que um conjunto qualquer B tem a pot&ncia do nfimerdvel (ou

é um conjunto nfmerdvel) se &sse conjunto £f8r equivalente ao conjun-
to A}.;Scja &oo elemento de B que corresponde ao nimero széro, by
nquile.que corresponde ao nimero l,..0, b, aquile que corresponde ao
ndmero inteiron , etc. O conjunto 3 serd

b,, bl, bl....,bh pece
A pot@ncia do nfimeravel representa-se pelo lfibolo 3‘ (alefa indice
zéro).
Um outro exemplo de conoretizag®o da noy@o poténcia é o seguintes
seja C o conjunto dos nimeros reais & qQue passaremos a dar o nome
de contfnuo, diremos que um conjunto C ‘tem a pot do _contfnuo
se o/ f8r equivalente a C.
A poteficia do: eontfnuo. serd representada pela letra gbticat®,
A possibilidade da exist@ncia de uma teoria dos nimeros cardinais
transfinitos baseia-se no facto de existirem conjuntos 1nrinito- uarya
poténchas dferentes, porque no easo contrério existiria um finigco
nfmero eardinal transtfinito e portanto nada mais haveria a diser

sobre os nfimeros cardinais transfinitos,

Prova-se por exmppdo que (}d; < i:
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12 @ croblema da trioguis e o axiome d¢ Zermelg. Dados dois nimeros
card‘nail m e & evidente ,em virtude das defihiq!ea dadas no ne
prccudcntchuc qualquer das condigles

ML, moyn et
exclui as duas puttas. Portanto dois nfimeros cardinais podem estar re-
lacionados guando mujto por um dos trés sinais

<, >, =

© que ndo quer dizer que seja sempre posnfrcl reunir dois nfimeres
cardinais quaisquer dados por um dos tréL sinais 41., 2, =,

(problema da tricotomia). Para que assim seja & necessario e sufi-

eiente que n% existam dois conjuntos de poténcias incomparaveis,
e o0 problema da tricotomia se resolve pela afirmativa entfo: se pii-
dermos afirmar que nio se verifica a condigde

m <1

Podemos afirmar que € verificada a desigualdade

m >

Um dos resultados mais importantes da teoria dos conjuntos & e seguine

\

teis tricotomia § equivalente ao axioma de Zermelo,

O Axioma de Zeraelo, sempre t@o disougido, pode enunciar-se da seguin-

te maneiras

S8 MM_MMMQM. 080 vezios ¢ sem
elsmentog gomung dois g dois, entdo existe Relo wuengs um conjunto 4’

M t =

12- Propriedades da desi de poténeoigs. 4 desiZgualdade de po-

téncias verifica as sfguintes propriedades formais das desigualdades

ordinérias. Representaremos, para simplificar a eserita, a potdncia
de um comjunto A pelo sfmbolo p (a).

10) Se 4=3 p(a) Zp(B)

“9)58 p(ajz p(3) < p(8) = p(a)

32)Se p(a)s p(8) e p(s)= P(O) serd p(a)=p(q).
e y N 3

o M
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4%) Se A(3 werd p(a) <p(3) :
50) se p(A) €p(B) < p(8) serk pld) < »(@)
6¢) Se p(A)< »(B)Lp(e)

eu p(A)p(B) £p(e)
serd p(A) < p(e)
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§1-Opera,;Sen ulgéoricas.,

l-m.a Algebra Abstractia & u+loa cnpftu.‘l.o- mais recentss
da Matematiea Moderna, visto que o &nieio do seu desnvolvimento

se pode localiszar por volta de 1920, Teremos ocasifio de def¢nir eom
todo o rigor o oojectivo da Algebra abstracha mas podemos desde j&
diser gque ela;. #e odupa de ocertas propriedades dos conjuntos abs-
trastos onde além da noyBo de igualdade foram deferidas uma ou mais
opera;Bes algébricas.
oneracke algébriga.Dado um conjunto abstraste 5 onde existe uma re-
lagEe de igualdade, diremos que em E foi defé¢nida uma gperache algé-
BEiea © quande a cada par ordenado (a,b) de elementos (iguais eu
diferentes) de E se fas corresponder uma entidade que representare-
mos pela notaglio a O b e que verific. as seguintes econdigGes:
Exitdngla.
Axiome Q.. Sda c & ¢ b € E serd

aobes
Quaisquer que ssjam g e b de B,

Ynifermidade. :
Axioma Q: o Se a:a, e b-b, serk:
a@®b-= aob

A moglo de uniformidade q- uma omuqla defenida em E estl portanto
htmp relasionada com a noglo de igualdade defenida ea K.

Iste Gl lﬂl operaglo pode mer uniforme relativaments a uma relaglio
de 4 dade ¢ nio o ser r-huvnhuu a outra.Seria fasil indicar

virios exmmnlas.
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Quere-nos parecer que 8ste fasto ainda nZo foi convenientemente
assinalado.

Defenair une operagBo algébrica no conjunto abstructo E equivale a
dntq‘nir ums fungfio de duas variaveis f(a,b) onde 8 eDb slo elementos
de E @ sujos vn.loria pertencem ao conjunto E,

Lé-se 0 nome de eppag9 aliébrigo a tede o eonjunto abatracto onde foi
defenido pelo menos uma opera;Bo algébrica. £ claro que num espa o
alglorico podem ser defenidos duas ou mais operagBes nlgébricas.
<-Sub-e8paco 8lgébrico.Seja K, um sub-oonjunto de E, diremos que E/
é um gub-eepaco algéorice de E se i, £0r um espago algébrico releia-
tivamente & opera ko © defenido ea E e para isso § necessario e sufi-
eiente quec se g ¢ p forem dois elementos de E, 0 elemento gOD wse-
Ja aimda um elementd de Iy quaisquer que ssjam g e b de &,

Para indicarmos que E & um espajo algébrico relativamento ¥ operagfo ®
defémida em E utiliszaremos a nojlgEN E (©), nestas condigSes para : -

indiecarmes que Ly (©) & um suv-espago algébrico de E(O) esereveremos
Ey (@) CE(©)

£ evidente que se E, (O) § um sub-espajo algbbrico de E, (@) e se
R (©) & um sub-espago algéorico de £ (©), i, (0) é§ ainda um sub-espa,o
algbbrico de EJ (©), isto & se £8r:

E (0) C£,(0) @ E,(0) C E(0)
" serd ainda

£, (0) CE,(9)
08 sub-espagos algévricos de um espago algébrico dado desempemham na
Algevra Abstracta o mesmo papel qQque a 'noqlo de sub-conjunto na teo-
ria dos eonjuntos abstraotos, ,
s-Homomorfismes-Sejam E(O) e & () dois espagos algévricos e ledicara
remos uma transformaclio T eujo domenie § E ¢ cujo contra~deminie
§ E. Té § uma transformaglo da forma
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& = T(a)
onde g € E e g<k’.
Diremos que T define um homomorfismo de E em E 'relativamente as
operaglies © ¢ ©', se T respeita as operagSes defénidas em X e E.
Duma maneira mais precisa seja:
a'= T(a)
b' = T(b)

¢= ach
c'zadp'

A transfermagBo T seri um homomorfisomo se f£3r

¢ T(o)
quaisquer que sejam g ¢ b de E, isto & se £Or

T(a)©' T(b) = T(a @b)

Se em cada um dos espagos E ¢ E' forem defenides duas ou mais opera-
g%es, 6, ¢, emE , O e 0, em E'diremos que T define um homomors. .:
fismo de E(0,, 0,) em = (0‘, ) Ei) s8¢ T f3r simultaneamente um home-
morfismo relativamente as operagSes 6, e O, e &s operagBes O, o o, ,
isto & se fr; |

T(a) o/ T(b) = T(ao,b)

T(a) 6, T(b) = T(a @,b) _
4-Isomorfismos ¢ sutomerfigmos.Diremes que dois espagos E(C) e
E'(Q) sBo isemorfos se existe Wma sorresponddneia biun{voca ent:e
E ¢ E' que respeita as leis da composiflio 0 e 0@,

Para indicar que E (©) ¢ &' () sko dois espagos isomorfes eserevere-
mos

E (0)ox E' (0)

Se B' § um espago 1déntico a E o se 2'é a mesaa operaglo que 9 o

isomorfismo toma entfo o nome de automorfigme .
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B féoll verificar que a relagBo de isomorfismo gosa de todas as pro-
priedades da relaglo de igualdade.

5-Qbjeotivo da Jlgebra Abstracta.A &1lgebra abstracta estuda as pro-
priedades dos espagos nlsfbriooa que se mantda invariantes gquando
8¢ passa de um espago algebrieo para outro que lhe seja isemorfo,
Na Algebra Abstracta & impossivel distinguir dois espagos algebri-
0os isomorfos; todas as propriedades algébricas de um dos espagos
pertencem ao outro e reciprocamente. Em ﬁlgebra Adostracta quando es-
tudamos as propriedudes de um espago Elgthrico determinado E(e) es-
tudamos a0 mesmo tempo as proppiedudes comuns a todos os espagos al-
gébricos isomorfos a E(e).

Nestas condigBee podemos diser que as nog3es ¢ propriedades de que

ae _ocupa & Aleebra Abstracta 8o aguelas que se podem enunkiar re-

rXy; tiv T =0 =
& ¢:a0b e us funcdes proposicionais da Légiea formal.

£ o que mocontece &s nogBes dersistema com multiplicag@o, grupo,grupo
abeliano, anel corpo, etc, de que nos vamos ocupar.

6-Eapago dlgéorico Universal. Seja i(o) um espago algébrico e seja P
a poténcia de conjunto E,
Diremos que'i(o) & um espago algébrico universal, se dado :7‘:9.90
algébrico qualquer &’ (o’) de pot&noia" » existir um sub-espago al-

gébrico E” (0) & E(o), que seja isomorfo a 8’ (d).
W, Sierpinski 2) demonstrou que st ) br =

rével universal. Seré importante abordar o estudo déste problema para
espagos com uma potdncia diferente da do numerivel e para espagos al-
gébricos com mais dp que uma operagiio.

Se a operagfo nio fOr completamente arbitrfria pode aconteser como t
teremos ocasifio de indicar que existam espagos algédricos universais.

7-Axiomas Fundgmentais. Nos sistemas algébricos mais importantes nas

aplicagBes intervim em regra ums ou duas operagles; a uma delas da-

56



CLASSE DE CIENCIAS

|3

ruom e seré representada pelo sinal (+), e a outra dare-

mos o nome de multiplicagfo e serd representada pelo sinal ().
Em regra ossas operaglies: .ndo s¥o completamente arbitrhtu satisfa-

sem pelo contrério a um ceeto nfimero de axiomas que caracterisam os
eapagos algébricos correspondentes.

Vamos indicar uma lista d8sses axiomas que nos permitird dcfpir eom

facilidade os espagos algébricos mais importantes que teremos a oon-

siderar.

8-pxiomas de adicio.

Existéneis. Dados doie elementos arbitrérios 3 e p de K, o ele-

mento a4 b pertence a E.

A, - Unicidade. Se a=a, e b=Db, serf: a-vb--al+bf

A,- Lei mssoocigtiva. (a4D)+c -a+(d+e)

A Existéncia de um zéro. Existé um elemento) C E tal que m
A+ ® = ©+ra a, Gualquer gue seja o elemento g

de E, As vezes & dti1 substituir 8ste axioma pelos dois seguin-

tea:

X, -Existénoia de um 3619 b ssquerds.Existe un elementod & E
(zéro & esquerda) tal que© + a—a qualquer que seja ac |
h

Ay - Existtpoig de géro b direjita. Existe um elemento 3(—"_2_ B
(zéro & direita) tal que a+e"= a qualquer que seja a <R,

i Existénecig de um gimétrico., Para cadu elemento acE existe um

outro (+ a),simétrico de g, tal que (-a)4 a=a+(-a)= e

As vezes & : ‘htil substituir 8ste axioma pelos dois seguintes:

A} s 3
Ag = o e trico rde. Para cada elemento

a &L existe um outro (-a), simétrioo & esquerda, tal que
(-ae)4 a=0'

A';, - Exiat8ngia de um mAmétrico 4 direits. Para oada slemento
a €E existe um outro (-a,), simétrico &k direita, tal que
a4 (-ay)=0" .
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Ay~ Lel comutativas a +b =b+a quaisquer que sejam os elementos
_aepbdek,
1
A - Exist8ncia de um elemento absorventelwExiste um elementoW& E
tal que:

atW =W + aw
qualquer que seja a & E.
9- Axiomgs da multiplicac@o.
li,- Bxist8ngia. Dados dois elementos arbitrérios g e b de £,0
“elemento a D pertence a E, '
¥ -Unicidade . Se a =a ¢ b =D serd: ap-a.b,
» M - Lei associativa. (a.b ),ea . (b,e)

n‘i- Existéncia de umg mnidade, Existe um elemento ¢ CE tal que

<

as=®a — & gqualquer que seja 0 elemento g de E. As vezes

é util substituir 8sten axioma pelos dois seguintes:

H;- Exist8noia de uma unidade & esguerds.Existe um elemento §€E

(upidade & esquerda) tal que $.a=a qualquer que seja a €E.

- Existineis de was Snidade b direits.Existe um elemento e'cE

(unidade & direita) tal que ae" = a qualquer que seja a <E,

Jl:- Exist8ncia de um jnverso.Para cada elemento a <E existe ou-

! -1

tro a", inverso de a, tal que a5 a>a, a =— @. As vezes

§ Wtil substituir 8ate axioma pelos dois seguintess

u¢ -Exigtdngia de um inverso h esguerda.Pera oads elemento

a €E existe um outro a.:'

= ot
a,.acxe

u" - Existdncia de um inverso b direjts.Para cada elemento

r

, inverso & esquerda tal que:

a €EE existe um outro afi s inverso & direita, tal que:

=) ]
aa, =@

M -Lel gogutativa. a.b =b, a quaisquer que sejam es elementos a

e b de F,
ll!’.- Exist8ngjis de un elemento absorvente.Existe um elemento-LEE
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tal que:
g 2 S .y I

qualquer que seja a €K,

19-Axiomafque relacionam & multiplicagfio com a adiglo.
M A - Lei distribusiva da multiplicagBo em relaglio & adigBio.
a.jbfe) =a,b t+a,0

(o40), a=b,a 40 a.
uuumwmmmw
a(a4b)=a \
y _ (a4t bla=a .
- mmmwmmm
a b4 =(a+c) (b+e)
c+adb=(c+a) $6+ D)

A M -Lei de absercfio de adigBo em relacfo & multiolicagHio.
A 2

at+ab=a

o ¥yra=a

§2- Algsbrs des Conjuntos abatractos

1l- Antes de indicarmos 08 espagos nllgébrhos meis importantes,
Yamos ﬁ:rm o estudo da Algebra dos sonjuntos,estudo gue ser-
viréd ac mesmo tempo de exmmplificagko das nogBes anteriormente
defenidas, Seja ki um conjunto abstracto dade. Os eenjuntes A,3,..
que vamos eonsiderar seriio todos sub-conjuntos doa sonjunte E,
isto & vames estudsr o espagol formado per todos os sub-gconjunm-
tes de E, incluindo o conjunto vaszsio O e o proprio conjunto E.

0 espagod serd um espuge algébrice quando se defenir em £ uma
operacio que & cada par ordenado A,B de elemenso ded fas corres-
ponder um elementd d¢£ s A algebrizagiio do espajo £ pede faser-

se da seguinte maneira.

59



MEMORIAS DA ACADEMIA DAS CIENCIAS DE LISBOA

vy

12-Adiclo; de Conjuntolpados dois sub-conjuntos A e 3 de E, conside-

remes © conjunt.o'c dos elementos de K que pertencem pelo menos

a um dos eonjuntos A ¢ 3, diremos que C § a soma dos comjuntos

AesbBe ll‘l'l'l'.r..IOl C = A4 Be A
£ elaro que C § um sub-conjunto de x e é portanto um elemnto de A .

Nesta® condigBes a defeniglo que mcabamos de dar equivale a defenir
uma operagBo algébrica no enpaqo/?; , e & facil de verificar que esta

operagio gosa das seguintes propriedades.
Ad.-m‘ Dados dois elementos arbitrarios A e B de (Z(' isto &3
dois sub-gonjuntos A ¢ 3 de E) o elemento C=A 3 pertence ;z .
A -Unigidade. Se A= A e B=3 serd A+B = A+ B
4 -Lel associativa (A+8)q c 24 +(840)
A, -Existlpcia de um zéro, Existe um elemento O € & ( & saber o con-
junto vasio o) tal que A+ 0= 0% A-/gualquer que seja A.
Aé- Lei gomutative.A*+B =3+A
-Exist8ncia de um elemento gbsorventeo Oelemento E é_jio (isto & o
A‘f conjunto E) & tal que A+ E~E+ A=, wisto que A é sempre um sub-
conjunto de X,
Podiamos ainda indicar outras propriedddes da adigBo de comjuntos,
por exemplos
Se A & sub-conjunto de 3 ser& A4 3= 3, que como caso particular eon-
tém & seguinte propriedade da adigBOsA + Az A qualquer que seja A
A demonstragBo desta propﬂ?‘:‘cl:l’ca fasz-se mostrando que todo o elemento
do conjunto que estd escrito do lado esquerdo da férmula & um elemen-
to do sonjunto que esti esorite do lado direito s vice-versa.
NZo nos interessa néste momento explorar as consequéncias destas prog
priedades., O que pretendemos & pdr em evid8ncia as propriedades que
se seguem,
Em primeiro logar notemos que na defenigéo de soma de deis sub-conjur

tos A e 3 de E, intervém apenas fungBes proposicionais da 18gica for-
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mal ¢ as nogles primitivas da teoria dos conjuntos a =b ¢ a<Ek;
portanto a noglo de soma de dois sub-conjuntos de E § uma noglo da

teoria dos conjuntos abstractos.Por outro lado consideremos uma trans-
forma;do unfvoca de E num eutro eonjunto E'[ £(E) =E_71
Se f£8r ACE e ceonjunte A'dos transformados a'-f(a) dos elementos
acA & um sub-conjunto de E{Diruoa que A'é a imagem de A relativa-
mente & transformago f e esoreveremos A':'{-(A) isto 6%.-“1;0 do
conjunto 6" formado por todos os sub-conjuntos de E';
isto § a transformagiio £ define ao mesmo tempo uma transfermagfo un{-
vooa del en &' f(é)=6ﬂ . Se £(E)=E '‘28r uma transformaglo biun{-
vooa(E'~ E)1 £(&)=¢ 6 ainda umaltransformago viunfvooa(d ~ &).
Como & & um espago nlg‘brtcoji natural verificar se f(d)’(.-f’& ua
homomorfismo. Se £8r Al e BES(sto &1 ACE ¢ BCE) § faeil de verif
ficar que

£(a+8)= £(a)+ £(B)
isto § a imagem dugs soma § a soms des' imagens das parcelas, e por-
tanto £ & um homomorfismo dcflé_', relativamente & adigfo defe-

nida en té’. ;

Se £(E) - E'£8® uma equivalbneia £(¢f )=C & um isomorfismo relativa-
mente & adigio defénida em ( e & '.

' -
Acabames portanto de vereficar que: Se E'f0r ua conjunto qualguer

!
equivalente a £ [E Sf(E) onde £ & uma transformagiio biunfun] a de-

L]
féniglo de adiglo de conjuntos anteriormente dada § tal que os espa-

[
gos { o cq: £(&) sBo isomorfod relativamente & adigBe, qualquer que
seja a equivaldneia f,
Podemos ainda diser que: equi t o

'
abstrabtos E ¢ £ § ao mesmo tempo um iscmerfisme relativamente
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IM&‘$¢OI sub-fgnjuntos de ]i_ti! propriedgde que & extremamente
nothi'o que nos explica a rasll pela qual a nogfio de soma de con-

juntos’desempenha um.papel tie importante na teoria des cenjuntos
nhstrq‘t‘u. Nestas condigSes. podemos diszer que as propriedades da
adigBo de conjuntos se manteem quando se passa de um conjunto E pa-
ra outro E' que lhe seja equivalente,

A nojao de soma estende-se sem dificuldade a uma fam{lia de conjuntos
9(4). Dé-se o nome de soma dos conjuntos da fam{lia ‘54—_(.“,(. repre-
senta-se pela notagBo Zﬁl a0 conjunto § dos elementos que perten=
eem a um pelo menos dgfrconjuntOU da fnnilingzr: Se gg?}or formada
por uma infinidade numerfvel de conjuntes Ay, A,, Ay ocop Ay oo

a sua soma costuma representar-se pela nota;do

m F
Q. 2_ Az Ar At — =~ + Anve— I

(S| e
8¢ f transforma E em E' = f (E), a cada A C E corresponder um A' =

=z ('A)C B' ¢ portanto i fam{lia ?(A} corresponde uma famfilia
?’(A') de sub oconjuntos de R', escrevercmos entfiac 9:: b 4 (g).
Nestas condig8es era ainda fdcil de verificar que
£(A):=21 (a)
isto & a imagem duuzl—-c:lu ¢ fm a soma das imagens,
13 6 Intergegfao de conjuntos.

Vamos agora dof‘nir uma nova operagiio no espag géorico é, a que
daron?,lc nome de intersepfao e que representaremos pelo s{mbolo/| .
Sejam AiB dois sub-conjuntes dndos de E, isto &: AC L 8 B €L, Ao
Ae conjunto @ dos elementos que pertencem simultankamente a A ¢ a

B di-se o nome de intersepgdo dos conjuntos A ¢ B, 0 que representasc

Temos pela notagdao C = A AB. £ claro que sendo C um sub-conjunto
de B, C & um elemento de/g

L 4 . k]
Nestas sondiglegh a defenigiio que acabamos de dar equivale a defg-
nir uma operajie algébrica ¢ws no np.qo/% » ¢ & fhoil de verifi-

62



CLASSE DE CIENCIAS

|

car que esta eperagiio goSa das seguintes propriedades
'; - Exist8nejs. Se AG—‘& e BEL , serd AND e

M, - Unicidade, Se A= A ¢ B =3, serd AAB = AA 3
M, - Lei asseciativa. (AAB)AC = A/ (3/\C)
My - Exzistdncis de uma unidade. O eonjunto X¢ié tal que
AAE zEA Az A qualquer que seja A & ﬁ .
M¢ - Lei comutativa. A ABz B AA
M, - Existdnois de us elemento absorventg. O conjunto vasie O &
tal que AA 0 =0 A A= 0
Estas propricdades s%o0 andlogas as propriedades correspondentes da
adigio, note-se apenas que 08 papeis dos clementos E ¢ O estdo tro-
cados, Seria ainda facil de verificar que q® propriedades andlogas <
MAy, A, :’a K, s80 verificadas, propriedades que relacionam a
adicio com a intercef;dio de conjuntos.
Deatas propriedades podiam-se de uzir outras, scesim por exemple:
como 4 A (A~ B) = A
$e fizermos B- 0O vem
AN (Ay 0) = 4
ou AA A= A
NEo nos interessa nlste momento explorar as censequidncias destas
propriedades, pretendemos apenas p8r em evidinocia as ideias que se
seguem,
A nojiio de intersep;do de dois conjuntos & uma nogdo da teoria dos
eonjuntes abstratos porque ela se pode introduszir resorrendo apenas
as nogles primitivas da teoria dos conjuntos a: b e a € K ¢ as
fun;3es prepesicionais da 1égica formal.
Coneideremos uma transformagio de E em X' = £ (E), sejam A'= £ (4)

e B,"-'.‘r (3) ( B evidente que se A (B ~ £ (A) C £ (3) isto & a i-
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1ucu£de um sub-conjunto de um conjunto & um mb-oonjunto da ima-
gem d8sse sub-conjunto, -

Como AA B § um sub-conjunto de A e de B serd £{(A /A B) um sub-con-

o

.;5.

Junto de £ (A) e de £ (B) e portanto f (A/\B) estd contido em
t (a) Az (8),
£ (aAB) C (WA £ (8)
isto §: a imagem da intercepgBo de dois conjuntos estd contida na

intersepgio das imagens. N§o podem or by | u t -

wmf ( que induz nos espagos ‘Z ‘2/
transformagdio £ un{voca de % em % ) meja wm homomorfigmos do es-

/
pago algébrico /Z enm

em relag¥o & operagdo de intersepcdo L/\).
[l 0 que acontece por exemplo se f transforma dois elementos dife-

rmteﬁa € Eeb €K no mesmo elemento o' <E'. Pondo A - ~(a) e
: (b) ¥ evidente que AA B-0 e portante ¢ (AA B) = £ (Q)p0;
per outro lade f (a)Af (B) = e')]

Teorema. m_muuhummmm

or on ntre 'f rfism p 4 r-

sefcio de conjuntos,iste &:

£ (AAB) =£ (A) AL (B)

qunh?or que sejam 08 elementos A ¢ B de °

Para demonstrar $ste teorema, oasta-nos mostrar que

t (aAB) ) £ (a) Az (3).
Temos portasmto que. provar que todo o elemento g' de £ (A) AL (B) &
um elemento de £ (AN 3). SejaC=4a AB, A' o (A), B'=¢ (8) e
C'=A"AB', a condigdo precedente esoreve-se:

£ (6 e

Se 8' ©C' serd: o' = A' e o' <B', isto 1" GL (A) e o' &f (B).
Como £ & uma correspond8ncia biunfvoca serd 8'=1f (¢), onde g perten-

ce a A , Bea A/\B, e portanto g'=f (o) & elemento de £ ( A/\B),
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L
SejaCs AA3, A'=7 (A), B'=£¢ (3) eC'> A'A B', a condigio

precedente escreve-ses

£ (€)Dc
Se g' S C' serds 8' CA' ¢ g' = B', 1sto 1 '€ £ (A) e g'<ct (B).
Come r & uma sorresponddncia bionfvoce serf ¢' = f (g), onde 8 pere

tence a A a B e a AN B, e portanto ¢' = f (c) & um clemehto de

f (AA B),eomo queriames prevar,

Podemos dizer que toda g equivgl®noia entre dois gonjuntos abstrg-

tos X e E' & a0 mesn um orfi relativamente L
/
-con tre -

Poiuolaﬁmar qué a8 propriedades da intersef¢iio de conjuntes se
mantin quando se passa de um eonjunto abstrato E para outro E' que

lhe seja equivalente,

A noglo de intersepglio de conjuntos estende-se sem dificuldade a

uma famflia de conjuntong‘h\). Dé-se o nome de #nterseggio dos
oconjuntos da famflie (A) ( e representa-se pela notqio?‘.)

#0 oonjunto I dos elementos comuns a todes os conjuntos da famflia ?‘..
Se 9 £3r formada por uma 'l-mnnmme numerivel de conjuntos

A‘l. Ap eoey A,y coe & lllih intersegqio costuma representar-se

pela notagiios oh |

1271 A AAM ALY cie A AN oo

Se¢ £ transforma £ em E' ¢ £ (8) @ @mda A CE corresponde um ..:

A' = f (A)C KE' e portanto & fﬂlua Q(A) co-rreaponde uma fni&‘a_
; (A') de sub-conjuntos de 3'; escreveremos entdo ‘f;:’r (C\).

i

Serd fécil de verificar que
¢ (AT )
® que se f representa uma equival8ncia & aindas

4 (77-4);77-1' (A)
N X
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14 - Teorema fundamentsl slore a §1g§a;g dos cenjuntos abstratos.

Como tivemos ocasifio de verificar, as negles de somu e de intersef-

¢80 de eenjuntes sido nogles da teoria dos conjuntus abstratos. Se
considerarmos estas duas operagles simul tinfamente dotanidns num .
conjunto abstrate E, o espago abstrata'é; ( formado pelos sub-conjun-
tos de E) & um espago algébrico no qual sZo definida- duas operagBes
algébricas distintas +e A ; para-indinar 8ste facto escreveremos

b0 . y

0 teorema fundamental sdore a &1gebra dos conjuntos abstr,kol pode
enunciar-se dizendo que ge f fOr uma equival@ncia entre dois econjun-

tos abstratos E e E' , a equivaléneig correspondente entre os espa-
m_méhn.m’a (+ A ) e §/ (HA) & un isomorfismo relativemente

N
ok

3 8
, C
Podenos ainda diser que a_slgebrizaco dos conjuntos sbstrabes &
e T onjunto betr % uiv .

gempre isomorfos, Lra evidente,d pri&rivqua uma flgebra dos conjun-
tos abstratos ab pederia ser antudad7ha teoria dos conjuntos abstra-
Ctos s¢ satisfizesse a csta condig80, A-pesar do caracter evhdengs
destas ovservagles , néo temos conhecimento de que elas tivessem

sido feitas,
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15 - SubtragBe de conjfintog. Dd-se o nome de diferen;a de dois con-

Juntos A ¢ B ao conjunteo C dos elementos que pertencem a A e nio
pertencem a B, conjunto que se representa pela notagio C = A - B,
Esta operaglio goza das seguintes propriedades:
A= (34¢)=(Aaw~3) -c¢
fA-B)ACsMG-‘BM :
(A43 ) =ez(a-0)4(3 -0
AA3 -¢c = (A-0)A(Beac)
(a-83)Ns=o0
8¢ A & um sub- conjunto de E, & diferenca E - A dé-se o nome de
gomplementam de A relativamente a & ( em notagdo g(a) = K= A),

e & evidente que

Ay Aazo
,4?;2f(43 z A
£ ads) 24w+ o)
/é:( A4 ):.J&A)-+ £ @)
Se & traneforma E em K'= f (E) e se 4 ¢ B sdo suo-conjuntos de B
tem-se
f{A=-38)T™r1 (a) -1 (a)
isto &3 a imagem duma diferenga contém a diferenga das imagens, Mgs
se f £0r uma equival8ncia, pode-se demonstrar que
f(A-B)_:f(A)-f(B)
isto &1 toda a equivalénoia & um isomorfismo em relagfo & subtragiio,
Podiamos aqui fazer observag®es andlogas &s que fizemos a respeito da

adi¢@o e da intersef¢Zo. Estamos 8gora em condigdes de poder demons-
t®ar o seguinte teorema,

16 - Teorema de Banach. ge 3 fungde '_~£ trangformg de umg maneirg bi-

unfvoca o eonjunto A num sub-gonjunto de 3 e ge a fungéo HL transfor-

Mmmmmmm;m- senjunto de A, existe
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uma deccmpesiciio dos conjuntos 4 93

A=A A, B =B 4B,
aatis{psende be ssgiuntes oondicles:

A.AA,";O B‘AB.LGU

t‘r( A‘ )"" B| \"( '81.-); A,
Isto ‘_:oa dois eonjuntos A ¢ 3 fodem-se decompSr em duams partes dis-
Juntas que sfo respsotivamente equivalentes.

se A'6 ua sub-eonjunte de A, isto &: se

A'Ca
seré § wHCya
e Afarv \f(a’)
DO mesme modo se vd que: |
Lo
s aCs

Serd \f’ (J' ) C \f(d)

Como LP(A.}’IICD serd A ) (s e

portanto \‘{’[?{A, )] C \f/ (8)
come A NVA) e W)~ WY (4)] sers

PoA outro lado, como "ﬁJ}CA aerﬁ\}"[ﬁ’ 1 @4 se B'CB e portanto come
Lr(.q’ )3 sefd ‘{‘ D-F.'(A' ;] Ca. |Porhamoss

| P o=y [ya]
§ I defgnida sobve todos os Sub-conjuntos de 4 e transforma A’Ca
num sub-oonjunto _?(a') de A, que é equivalente g A. Em resume, ge

b ' A‘\'C.A Aers) .
?(A‘) CAJ- e Aad)

Podemos portmto"nrinnr qﬁe

£
o

J{r
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¥ (A'):?[@ (A'ﬂ C. A

U
¢ v Pan v ar
Duma muneira geral:

Prian ?[@wwﬂ C A

é’“w) ~ At
Seriu ainda fécil de veriiicur que
A)_@(A])@lmp @h}) ees) @“{AJD voo
Ponhamos

(» | k= a- lii{d)

serd
R/\qJ(J)=-0
Como R (A serd §uﬁi) CA e porta.nt-e o uon.junto
() A=R+§kﬁ)+i>(fij+§ (R)+ ...+@{h)+ -
¢ um sub-conjupto ds ﬂ o Serius ainda fécil de v8r ue @lh)/\é (R) =0
se 14) (supbmos que §(RJ R ) « Ponhamos agoras

ACA-A‘i
seré
(3) A=A+A- . 'A'AA;o ]
Seja
(4) a,:tfull
[ ]
Bfﬂ -| 3_1
isto & '

(8) B=B+B, | e ‘a'An;o!

E evidente que |
B=fla) <P 3
ieto ¢ |
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2

B4 (3.
Reata-nos agora provar que
(6) ¥ (3,)« 4

Para _isso nojemos que, sendo @- uma equivaldncia, serd em virtude

de (2?: 1 .
? (4)= ? (R) +§ (R)# .+ +§(RJ+—---

#pertanto
() FRERT 1%

onde R/\@(Aﬂ =0
Gu.‘f‘ uma equivalSncia serd:
Y 3,0 = ¢ (a-3) = § (8)-¥ (3,
Ora em virtude de (1) serd
(8) Y@ = ar
@
(9) Y e [P apl= @y
Substituinde na expressfe precedente, (8) (9)e (7) tem-se:
Ve )c(am)- d(a) e a-[R+E(a)]x

=A-A, =A_2

Como queriamos mestrar,

Este teerema foi demonstrado por Banach [1], (sobre a demonstrago
que indicamos veja-se Sierpinski( [1]pag. 90.)

Banach tirou diste teorema as seguintes oonsequéncias muito imper-
tmtu[}oo. oit?]

17- m.mluu que a relagSo R possui a propriedade («) quan-

de:

12) a relagfio R sé pode ter logar entrse cenjungos

20) aedwdiglo .. A R B (leia-se entre os dois conjuntos 4 ¢ B
existe a relaglio R) implica a existlnoia de uma ruqlo\f) o
que transferma de uma maneira biunf{voca A em B - \f (4) de tal
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maneira que A! R?(A') qualquer que seja o sub-conjunte A' ( A.

Do teorema de Banach deduz-se imediatamente o seguinte corolarie:

;_g_m_ggi_ﬁ Se a relaglo R possui a propriededd () e se £8r
; A,LA B, (B

¢
&£
,{ AR B, e AR 3B
S
podem-se decompor os conjuntos A ¢ B dn: . deis subeconjuntos dis-
Juntos:
AzA +4A, A‘f\ A,=0
B=B,y B, B,AB=0
tais que: ARB e ARGB
: [ [ v

Teremos ocasifo de indicar uma aplicaglo d8ste teorema ao caso em que
a relagBo R § a relag@io de homeomorfisme entre conjuntes de pontos
situados num espago topoldgieco.

mmruoa que a rélsqlon R possui a propriedade (/5) se:

18)a relagiio R s pode ter logar entre conjuntes,

2
L3 (4 + &) R (B,+3)

#
Do teoerema de Banach dadus-u imediatamente 0 seguinte corolarie:

Corolario 2 . Se a relagdio R pessui as propriedades () 1___[f£3_L! Be
£or:

22) as condigBes: Ay R 3{ y A R B e ‘AA&: o, BAAB;O implicam que:

A (A B, (B
ARB‘l CAdﬂB
serd ARB

Aplicando esta proposigio & relagio de equivalincia ameieeplewte
enotamblieszily entre dois conjuntos, obtem-se imediatamente o |

Teorema de Schroder-Cantor-Bernstein: se o conjunto A é equivalente
a

um sub-conjunto de B e se B & equivalente a um sub-conjunto de

A, O

|

9
visto que a rélagBo de equivallnoia gosa das propriedades (X) e (/6)
b
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{ 3- Sistemas oom multiplicagfio

i
17- Defépiglo.Diz-se que E (.) § um sistema oom multiplicagRo se
L4
forem verificados os axiemas M , M, M , M eM, .,
Vamos mostrar que os dbsdemas com multiplicagio gosam das se-
guintes propriedades.
Teorema 1- Toda s unidade & esquerdd € igua) § unidade § direita.

Som efeito fasendo a=e" ne uxioma ¥ ¢ a=¢'no axioma N , tem-se

respectivamente e',e"=¢" , @',8"=0' ¢ portanto e'—-0e" o que EWN
demonstra o teorema.
Corolarie. A unidade & direits e & esquerds sfio @Gnicas.
Com efeito se existirem duas unidades a csquerda (per exemplo)
:l olfg-scrin e', = e" @ e}=¢" ¢ portanto e)-= ¢, o Daqui resulss
£ que na definigdo de sistema com multiplicag@ic se podem substituir

os axiomas I:, e H; lpe/o axsomva /‘{(

18- Inverses & direits ¢ & esguerds. Diremos que a € E tem um in-

yerso b direita se existe um elemento a;’' € E tal que a. a =,
Do mesmb modo diremos que § € E tem um inverso & esquerds se exis-

te um elemento a;’' € £ tal que re'. a=e .
Igoreny 2 - Se g € & tem um inverso dos dois lados, Ssses dois in-
yersos 880 iguais e Gnicos. Com efeitor se multiplicarmos & direi-

ta & igualdade a,'. & = ¢ por ﬁJ' vem

(as'. a). el=e ay) , ou az' . (a. ay )=a7' , ouazl, e<a

ou finalaente az'- a;' ; o que demonstra que um inverso h esquer-

da § sempre um inverso & direitas ( se 8ste existir ) e que &stes
dois inversos sdio iguais,aqui resulta a unicidade do inverso.
Nestas condigBes diremos que g tem um jnverso bilatergl, ou mais

simplesmente que g tem um jnvergg, que representaremos pela nota-
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gie a~' , ¢ NigtEe teremos: a &'z a~' a =e. Em E ha sempre pelo
menos um clemento que tem um inverso bilateral a saber o slemento g,

mas a exist@ncia de um inverso & esquerda nSo implica sempre a exis-

tncia de um inverso & direita e vice-versa.

sl
Podemoa a Bste respeito demenstrar a seguinte propo¥glo.

Jeorema 3. Se & € K tew um inverso b direits a_' , que tem por sus

-l

Yez um inve: e i ) inverso
guerdg. Com efeito, por hipbtese:

ﬂ.l.;':.

-
(.;' ) (a;" )d- e

Esta (ltima igualdede pode escrever-ses

a-' . ¢, (a- )-‘-:c

d \ d 4 5
ou a’ . (a. o' ) . (n‘;‘ V=
(n;' SO RN (a7 }2' = e
(I‘;' e R) . e=8
n;' « a=@ '
© que mostra que a~' é§ un inverso & esquerda de g. Serh floil de ver

que se u e b t8m um inverso & direita a . b também tem um inverse h

direita que &3 (a b)‘," = bs' , a;,' « Do mésmo modo se via que se .l;"

d
@ bg-' existem serd: (a L) b LA S
19 - Jub-espago algébrico . Para que E' c E seja um sub-espago el-

gévrico de E, isto &, para que E' seja um sistema com multiplicagfe, &
nedessario e sufioiente quet 19) 3, VEE' se a cE' e 0 € E',
49) que g € B' . Pode acontecer que a multiplicagfio seja comutativa
em E' eem que 0 seja em E. B 0 que acontece com o sub-espago algébrice
fermado pela unidade.
20 - pPot8nciags. Por dd;niqﬁo' a", onde o é um inteiro positivo, & um
produto de factores todos iguais a n. B fécil de verificar que:

T S

a ., & = a 20) (n“")“-_-. am:' Se g tiver um inverso

L4
penhamos por defé¢nigio e = (a“)"- {a")"a convencionaremos que a‘=e ,
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JF
entke as regras de chloule 19) e 8¢) so vhlides para expoentes intei-
res, positivos, negativos ou nulos.

21 - Bzemplos. 19) Seja E um conjunto avstrato e seja T (a) uma
transformagdo univeca der..nida em £ e cujo contra-dominio § um sub-oen-
Junto de E . 5};:‘.4:;;“ as transformagles | formam un sistema com
multiplicaglio quando se define a igualdade de duas transformagBes

T,(l.) e T, (a) ( em s{mboles T, =T;) pela condigdio: T (a) =1;(.,)
qudlquer que sej§ a €E, o produte (T =7, .7; ) de duas transferma-
ges T, ¢ T, como sendo & transiormajao '

Tw=T,[ T, »]

A demonstraglio é imediata em partieular a transformagie unidade U( is=-
to & tal que TU=UT =T, qualquer que sejq T) & a tranformaglo i-
dentidade, isto é: aquela que nio altera os clementos de E.[U(n.) =a

para qualquer A € E :I.
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§ 4 - A Negio de Grupe

‘ll
22 = Defénigfe. Dado um espago nlg‘hrl.cof (¢) diremos que ela for-

ma um grupo se forem verificados os axiomas M, M, M, M, ¢ M'_

( ou entlio os axiomas X , M, M, M) e M' ). % facil de dedmonstrar

+? T
que estes axiomas sfo equivalentes aos axiomas M, M, K HV, M. Também
se demonstra que a unidade ¢ § unica bem como o inverso a"do’nda ele-

mento a

Da igua _-;;de a x=2a y resulta imediatamente que x=y, basta multiplicar

Y eaqucr.d; ambos os menpros da igualdade precedente por a~' ,

ﬁo mesmo mode se demontra que de xa =xy resulta M=y,

As equafBes ax =b ey a=Db tém uma inica resolugfo a saber x=4a'b

¢ y=b al'

Dig-se qucf é aveliano se f8r a b=Db a qualquer que ujm aebde f .
3-Sub-gruposdiremos qucf Cf‘ um pub-grupo dcfufﬂr um grupe

em relagfo & operagho d-r'nida uf para que aseim seja & necessario

e suficiente que:l®)a befu n.e:f b ef’aﬂ) “_:'Ef’ se aef.’

Um lub-conj\mtofpode ser abeliano. sem quefo seja; &€ o gue acontece

Com 0 sub-grupe formade pelc elemento unidade.

24- e ru : I-Seja E um conjunte abstracto Qualquer e consi-

deremos o conjunto de todas as transformag8es T biunf{vocas de eonjunto

E em 8i proprio. Come vimos no perdgrafo anterior o conjunjo de tedas @wwt

@8 transformagl®es T forma um sistema com multiplicag@io quando se define

a igualdade e o produto de duas transformagBes da maneira indieada,

Para mostrar que elas formam um 8rupo basta mostratique a cada trans-

formagidio T cerresponde uma transformagio T = tal que T % U, Com efei-

to, seja: a'=T(a), Como T é uma transformagiio biunfvoca serd a- S(a’)

s
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tal que: ;=S[ T(nﬂ:—- S T (a) @ portante S T=U e.q,d.

Seria ainda facil de v8r que o conjunto de todas as trunsformagUes
de um conjunto E num outro equivalente formas um grupo a que se dé

o nome de grupo dae equivalengias que é o grupo fundamental da teoria

des conjuntos absgtractos. Vemos assim mais uma ves que na teoria

dos oconjuntos abstractos se & levado a introdusir nogSes de &l-
gebra.

I1-Seja E um espago algébrico qualquer e consideremoa o conjunto de
tedas as transformajBes isomorfas de E em si proprio. O eonjunto de
todos &stes isomorfismos formas um grupo se doro'ntnu igualdade e
produto de dois isomorfismos dumas maneirs andloga & anterior,

Des mesmo modo se vé que o conjunto de tedes od isomorfismos de um
e8pago algébrico formas um grupo a que se di o nome de grupe des
ng_;m que § o grupo fundamental da Algedbra abstracta.

“ise mvrfas

Dois espagos ;lcébriooa"l'lo:.'unpri equivalentes mas a recipreca nko
€ vjerdadeira e portanto o grupe dos isomerfismes ssseciados a um

espago algébrico dado~§é &m sub-grupo do grupo das equivgléncis ssge~
ciadas d® mesmo espa;o. Pedemes portunte comnsiderar a ilgcora abstrae.

cta como subordinada légicamente a teoria dae conjuntos abstractos
111- 0 é;;Junto dos elementos de um sistema com multiplicaglio que

téa um inverso formal evidentemente um grupo em relagidio & multipli-
°‘9‘°l
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§5-Algebrizachio do espace Uos sub-grupos
de um grupo dade.

25-_Multiplicaclo de sub-grupesA algeprizag@o dos sub-grupos de um
grupo dﬂo desempenha um papel tEo ;iportanto na teoria dos grupos
como a algebrizagfio dos sub-cenjuntios de um conjunto dado,

Scjuﬁ 8 f" dois sub-grupos de 3 tilizaremos a notagdo ’.‘z para

representar o conjunto dos elementbsn (a,. a.z] onde a, ef: [ ] ‘aﬁz’

Jr SH TS

visto que ﬁeﬁcont&m a unidade,

B claro que

Scﬁ (ﬁ serd f,'z =£ exactamente gomo acontecia na adigfio de conjuntes
Por outro 1aloﬁ‘f‘=f qualquer gue -uejaﬁ (f‘ um elemento absor-
vente), No caso geralﬁ/g contém elt_ementol que nfo pertencem aj‘, nem
Bﬁ . b i

0 grupo formado pelo elemento unidade & tal que j:cﬁ .—.jo, qualquer
que aajaﬁ c/‘, e portanto ¢ desempenha 0 papek de uma unidade,

Diremos queﬁje’ & o preduto dos su‘n-crupovf./e(connidar;dos nesta

ordem), Aqui aparece uma dificuldade muito importante, o produte de
dois sub-grupos dofnﬁo § em geral um sub-grupo dc/s f%‘ #-ﬁﬁ
B esta a razfo. pela qual esta operagdio desmppshha um papel pouco im-
portante na teoria dos grupos, o mesmo nio acontece na teoria dos
grupos abelianos como versmos, A nogfio de produto directo de dois
sub-grupos que estudamos mais adiante resolve precisamente uma paréé
dessas dificuldades,
o=gqus 50?1-. importante exa algebrizar o €8pago -dos sub-grupos de ¢ per
uma operagie que gozasse das mesmas propriedades que a adigHe dos sub-

conjuntos de um eonjuntof§ dado,

Bre uma tal algebrizagBo ndie é possivel em geral pela operagio que aca-
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bamos de indicar e n3o conhssdsémos nenhuma algebrizagdo dessa naturesza
26-Btergepcfo de XMwxENRjumANE sudD-grupos.Se f e Zs¥o dois sub-grus
pos def daremos o nome de intersefgZo de'/fefe‘ ao conjuntoﬁ A./fe dos
elementos que pertencem simultfneamente ‘ﬁ'ﬁ- Vames mestrar que
j,Aﬁ & um sub-grupo dcf. Cem efeito se & e b s¥o elemant.,‘l- &w
ﬁ,‘fé serd
a éﬁ a&ﬁ

bé/ bez

nbéﬁ nbefa

isto & a be g, A %  Por outre lado se a § um elemente de S A5,

sexndf I.G-ﬁ. a € 7, e portanto a“"e.ﬁ e .'Jéja isto ¢ a"ef;/i-g .
A unidade § um elemento deﬁ"fe @ portn.ntoﬁ/lﬁ ¢ ainda um sub-grupo

ﬁ Cf, entfo escreveremos
ot G

Seri facil de verificar que esta operagio goss das segpintes proprieda-

e portanto

des em tudo anflogas hs propri,‘.{ea que indicadmos para a intersef;Ze
dos su‘b-con;jun‘bc de um conjunto dadeo.
M- Existln .nﬁ/\ﬁ é um sub-grupo def.

/
M;- Unieidage. Se 7= C'e ¢ =£¢ 1z =ﬁ',1‘/g’
Uy- kel assoslativa. (£, A VA G =fA(ZAg)
M- _Exist§ncia de umg unidade.0 sub-grupo 5 & tal que

E.'Af,:.- _f,AE :f,

qQualquer que seja 0 sub-grupo f,
M - comutativa, ﬁ"‘fc':ﬁ"ﬁ
M,- Exlstencia de um elemento gbsorvente. O sub-grupo E formado pelo

elemento unidade ¢ & tal que l/\ﬁa f,A E =X
qualquer que seja 0 sub- grupoﬁ
A unidade desempenha aqui © papel do conjunto vazio,

Consideremos o _c'tonjunto g dos sub-grupos de um srupof;%url um
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espagp slgforico em relaqt..o & Operﬁﬁo de interse@g@io de sub-grupos

daf gue acabamos de defénir, Se & un grupo isomorio & 0 espago
/
alglbrico correspondente seff isomorfo azam relagio 4 operagfo

de interseffgBo. A operag3o de intersepgfio é invariante por isomor-
fismo, Aredhs
27- Produtos Diregtos . Diremos que 0 grupo 08 [ produto"/d-ol grupos
Av € B sc fBrem verificadas a® seguintes condl;Bess
12) Todo o elemento g de in o produto de um elemento g de A por um
elemento &x b de B, isto & g =& b, e reciprocamente £-r38
20) A decomposigZo a que se refere o nfimero precedente & finica isto &:
se a b=a'd serd a=a’e :.:_:_:EJ
38) os elementos de A 882 permutéveis com os elementod de 3, isto &
B2 D=1 g quaisquer que scjam acA @ be J,
Para indicar que 06 o produto directo de A e B escorevercmoss

Cz=AX3

£ evidente que nestgs condigBes 1¢) o produto de todos os elementos
de A pelos elementos de B & o grupo: C, 2%) os grupes A ¢ B 88 podem
tér como unico elemento comum a unidade s,
Com efeito se g fdsse couum a A ¢ B nt;a poderiemos esorever g =g ¢
e 2c=-@ @ e portanto s=g c. Q. d...
A nogfio de produto directo pode genaralizar-se ao caso de virios facto-
rlI!BirBIOI que A & o produto directo dos xMExXEERFumtmm sub-grupes
A,,%..._An se forem verificadas as seguintes condigBes:
1e) Todo.‘\o elemento g de A & o produto de n factores g‘._gz....,a.n que
pertencem rcnp\e\otivmcnte & Ap>A,meeyAn

%9) A decomposigZo a que se refere o nfmero precedente & finica, isto
é: se 2=8.8s00080 e{..—.;:..;...a.n serf al = a; (1=1,2,000y0)
3))Todos os elementos h‘;e: A, efo permutaveis com todos 0s clo‘menton
nJ.e A (se 1;£J') §

Pama indicar que A § o produto directo de Al ’ x peeepyAn €BCTEVETEmOB
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A=A XA X Ayx o ya XAT.
aa-mmuummm.o produte dirudt?/suu das seguin-
tes propriedaddes andlogas s prepriedddes da adiglo dos sub-gonjuntos
de um senjunto ddde.

A, - Unigidade. Se A=A, e B3 serd 1 AXA=BXB,
Ay - Lei associative. ( AXB)XC= AX(BXC) :
W Exist®pcis de ume unjdade. Existe um sub-grupo de ;, a savber

o grupo formedo pelo slemento unidede 8 , "tal que eXA=AXe<T A
gualquer gque seje o sub-grupo A . |

A, - Dei comutativa. AXB BXA

E fichl de vlr que as propriedades Ay ¢ Ay n&o sXo verificadas:

Arnto
Teorema: Se 0 grupo 4 8.0 pmw duto de dois sub-grupos A e 3 respecti-

Yamente isomorios g{quia sub-grupos A' e 3' dum mﬂ,_o £rupo 24
sdmite um sub-grupo g’honorfo u.j e que & o produto directo de A'

e3B' . Igto € : se AYA' e BxB! aer.ﬁ AXBZA'XB':
Vamos agdra aoordar o :studo das relaydes entrs o produto directe
e a intersepg@e des sub-grupod de’/ s Em priﬁmeiro logar consideremoes
& lei
| Ad.- triouti tersepyfio relagd T
de sub-grupos.
AA(BXC) = (AAB)X (AAC)
N (B Xc) A z(BAAIX (CAA)

Ser& esta lei verdadeira ? Se a primeira £8r verdadeira § evidente

” A
que a segunda o serd em virtude da propledade comutativa do produte
directe e da intersepcZo de sud-grupos . Para estudarmos esta lei,

vamos considerar d is casos:

1% _caso. U_sup-grupo A contem o0 _suo-grupg gXC. Into &
AD 8X ¢

e;tao gerd

ANA(BXC)=sXC 5
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AA(BxC)=4xC
AAnld =3
AAC=C
viste que: a,eontendo dxC oont.é* Buo-grupo Be G. A lei em questlo
pode portanto, nesteas caso escréver-se:
8xC*iixC
relaj8o que é @videnteménhe verificada.
2° 9289, O sub-grupo A dsri contido em 3x C.
entfio teremos

AA(3x0C)=A
e

e portanto a lel M A escreve-se soo-a forma
A=(AAB)x(aAC)
L facil encontrar exemploe que noes mostram que esta igualdade nem sem-

pre é verificeda. Em todo o0 ca20 Be A contem um EEEXEERZERitm des sub-

grupos 3 e C esta iguald.ac & verificad. e pode escrever-ase por execmplo
NnO Oase em que A > 3 (caso em que AANB=-B):

[3=JxkAAM7
Para a desmonstragBo deste teorema veja-se: Van der Waerden (1). vel.l
Pe 143,

89- Grupos deocgomponiveis.liremos que um grupo 'z .8 decomponivel quan-
sendo dado um sub-grupo qualqucrﬁ daf existe "un suo-grupo FEEXgEEXX

gkc_j‘ tal que: f "f, "fe

Teerema 1- Todo o auo—ggugof de um ‘rgaﬁ‘!ﬂlﬂniwl & un_grupe”decouso
‘
Renively
e /
Seja j;u- SUG=-Erupo qualguer ccf. St.mfun sub-grupo qualquer dcf )
G

/
entio existe {.al que?
-
= Ef

cmoﬁ contmf Lords
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v _y ‘ Vs
Ora/i’.&/ =ﬁ ¢ um sub-grupo d%e portamto existe‘f,‘tal que:
YA
Cowo gueriamos mostrar.

Jeoremg g, Todo o espa;o algébrico isomorfo a um grupo decomponivel

4 rupe de nivel.

Lsta propriedade resultz imediatamente de teoremas anteriormente
damons?rnﬂ.n .

S0~ Automerfigmos interiores.li-se o nome de autemorfismo interior de !

um grupo &0 automorfismo defé¢nido pela transforma;Zo,
f(a)=0""a s=a’

onde 8 é um clemento fixo d?f'e a um elemento arvitruario., Trate-ase
evidentemente de um automorfisme visto que @

£ab)ana, s lamea las =f(a).f(b)
0 monjunto dos automorfismos interiores Tormas evidentemente um grupe

em rel: ¢80 h multiplicaj&o dos automorfismos,
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4 6~ Grypos Abelignos.
31- Deit¢njicio. 37/-11-1 grupe G-, « multiplicaglio for cemutativa (& b=
=b 8)0 grupo dis-se aveliano. Di-se bumbém o nome de médulo aos grupos

abeliunos. Usaremos z notaylo aditive (+) para reprcsentar a eperagBo
correspondentc, & quc duRemos o0 nomc de adigfo, Um grupo aveliano

verilicu purtaito 05 axiovmuist o) a0 iy Agahipe® é, a0 n« g

<= Wm&s@u dois sub-grupos G, ¢ G,de & deremos

o nome de soma de G 8 G, &0 conjunto doc todos 08 elemuntos da forma!

a,= a,+a,

onde o, € G; ea,c G'e , donjunto que representaremos pela notuglo
G- G +G

feorem:.4 goma de dois JUC-ErugoE de uw grupo abeliano G ¢ um sub~

grupe ce G ,Kepresentcrcmos por @ o sub-grupo nulo formado pelo ele-
mento ©, e por (— G, ) & que ochamaremos gZupo piwétrige de G
Conjunto dos ll.-,gnt-;S (-a) once 6w, € G
£ elaro que (-;.’G,},: Q ¢ portanto:
(~6)+6G - GiG, =6
e portamte o conjunto 4 dos suL-grupos de G- ndo formam um grupe abelian
< r_yla;&o & adigBo. U dnico uxioma que nko & verificado é e axiomc
de. o{iiatlﬂola. de um limit.rico.%lgc‘brisa. 20 des sub-grupos de (Gque aoe
ba-on de fazer nlo t.runmormf num grupo abelianoy mas em todo o ea-

09 ft.umon J& mais progried&dsa Qué No cuso dos Erupos NE0 abelianoss
.f" 1nursen,ﬂo de sub=grupocs qn’inc-su om0 No paragralo precedente e

gos» _daa wesuas propriedadam A 1ntersln§ao de dois 3rupos abelianos

é uplgrupo abeliano. :

as-mgmm i defani;%o & anfloga 4 que demos
para o produt.g_/d!.':l.i’acto. Ii‘ars indicar yue G- § o somu directa de 6. G
nerevero@p{"; G/

2N ol ¢
’ 1 ; J \ 6 = G (=] G'
¥ \ /II G' - G e 65
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Pedemoa intcrrntar o s{mbddoc A©B como uma subtracgfo desde Que - ?J-
B seja um subegrupo de A e que A seja decomponivel, entZo o s{mbele
indicado tem sentido qualquer que seja o sub-grupo B de A,

A soma direﬁﬂia gesa de todas as propriedades do produto d1r7£;;

mooxesnaxepexazlies Sob certo aspecto podmes considerar @ e S cmme

operazdes inversas visto ques
G= 649(59‘54)
Ge(Ge 6= G
estas férmulas 880 sempre exactas se G £8r decomponivel e G}uu sub-gru-

poﬁualqucr de & ,
Netemos ainda que
(Aer)©c= Ao (BOC)

é verificada se f8r: B um sub-grupo d7h e C um sub=-grupo de A OB
Cem efeito: ponhamos:

(1) aeB=3B,
dende

() 4= B ® 3,

Como C & um sub-grupo de 3, ponhamos
(#) 30¢c = ¢y

dende
(4)B’_x C, ®c
Substituindo em (z) vem:
A:B@(ci@c)%
=Be(C QC'{) =
dende
. (5) C,=A e (3ec)
Atendendo a (1)‘e (2) tem-se
(6) ¢;=B,oC = (a®B)oC
2 _
omparando (5) h (6) v8-se imediatamente que o resultado anunciedo &
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verdadeiro, resultado que utili‘gnrcnios no capftulol IV,

Indiquemos algumas razBea que nq\a :ﬁostr\m a importancia da nogdo de

soma dire¢fa., Em primeiro logar n%o podemos falar da soma direcéa de .
dois sub-grupos quaisquer de G—)ﬂ,nt;-u portanto de uma operagfo que

88§ &.defenida para certos pares de elemcntox dug (eonjunto dos sub-
grupos de & ), emguanto que a adiQfio de sub-grupos era definida em
tedo o espago g. O axioma A, n#o & portanto verificade. Por eutre la-
do & soma directa ;osa de todas as prepriedades da soma.

Parece portanto que nada ganhémos com a introdug3o desta nogfe,

Mas n3o & assim vistD que se pode definir uma operagio inversa da so-
ma directa,reletivamente ao elemento absorvente G, para todos os gru-
pos abelianos decomponiveis, visto que dade Gy existe G, = GO G,
tal que & C-;ﬁ &y

o que & évidentemente importante,
34-Algebr ormact® e 3 G, Seja T o conjunte
dae transioraa ;Jes = i(x) definiiagjem G e cujo contra-dominio perten=
o¢ a -G L8 efidirmessa_soug-de 8-t¥ansform 8 F,(x) e F, (x) co-
0 sendo . transformagio F (x), tal que

P(x) = 7 (x)+ § (x)

(entdo escreveremos ¥ = P+ ¥, ) 9 espaco B¢ ug EXupQ szbeliano em rela-

g8 & operayo que acaba de ser definida,

Note-se que:o zéro de G § & transformagiio O definid pors
6;0(1-)
qualquer que sejs x de (> »éque a trensformagZo Rafintdaxpax simftrie

¢a de F(x) & a transformagio H(x) definida por

H(x) = -[#(x))

Para representar u usaremos a notagfo (-F),

Teremos ocasifio de com 1 a
mpletar a dlgebra de @,pela introdugdo de uma no-

Va operagdo, no § consagrade & teoria dos anéis,
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Nada mais diremos sobre 0s grupos abelianos porque niko teremeos a uti-
1izar outros resultados.
Para terminar limitamo-nes a #ndicar o seguinte resultado de Mazur
e Ulam,Existe um grupo abeliano mUmerivel universal. (veja nu6),
isto & um grupo abeliano numerdvel U tal que todo e qualquer grupo
abeliano numerfvel & isomerfe a yﬁx sub-grupo de U. Rste resultado &
devido a Mazur e Ulam . (). / )

36- Transformac@es aditivas.Diremos 'ﬁue uma trnasformagZo T definida

em G e eujo contra-dominio A pertence a G é uma transformag@o editi-
o

va se: : # P
(1) T(a+bd)= T(a) + T(b)

quaisquer que sejam a e b de G, Como | respeita a lei de compesigo

definida em G, T define um homomorfia:&p de G em J , que & mm sub-grupo

de G, Para demonstmur que 4 & un srui)o abeliane, Lasta mestamr que

A & um grupo e portanto que: 1v) sea’ca e €4 er a+b'cd 29)

©ech 39) sc a’€ A serd (-d)€d .0 leitor verificarf, sem dificul-

dade, que assim § utilizando a relag@io (1).

Tgoremu.o_conjunte’ de todos as t:;e_;n;gfor%qm _aditivgs definidgs em

G e cujo contra-dominio pertence a G formam um grupo abeligno relgti\o#

vamente & adi;80 das_transformacgBes.

Basta para isso most.ar que: 19)eT,e T, e%o aditivas T, +T, & aditiva

2%) O & uma transformag@o aditiva 30).T § aditiva (=T) tambem o &; o
que € imedkato.
Bm tudo o que aczbamos de dizer(n®.d4 e 35)podimnos aup&:l/'ﬁue T(x) ema

uma transformag8o definidu ewG e oujocontra-dominio era um¢ outre
grupo abeliano G,.

Nestas eondigBem se G o contra-dominio de T (x) aditime se
T(x) =T(x,)
equivale a x, . x,

T § um isomorfagein ewfn G = G, (G = 6—.1)
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§ 7 - Espagos Vectarials Abstrectes

-

37 - Definiglg - ¥-se o neme dv sapago Vwotsris) sbatracie o téde
® @rupe abelians E ende s cada mumere real eu complexe (X o & saltn _
elsmento a ¢E se peds fazer corresponder un slemvnte que representa=
remes pols notagRo oo 3 tal quet

18,) =gl € E

3'.)-&l1=|2 Awy = oAng,

5%) =p(fhn ) = «f)a

42,) eA( 2 +b ) = & +?&B

62,) = (x+(} )amm b

6% ) = lemn=a

A A di-se © naw 4w produte ue Nimwre K pelo cluicite & e

A dlgebra dwi eupage Geste HNaturesa & exactmielte & algeiia GOS Yeo-
teres do plane, © tédas as propriedsdos algebricus se dedusem fRoil=
wente dos uxionss da definigie ds g@rupo abelisne ¢ uos sels axiomss
pPrecodenton .

Lsten 12 axiorws néo pRo cortwwnte independenties mas nao nes interes
s néste memchte proouwrar ww liste de axlomas iundvpendentes. Veja,
por cxemple, uanach ( & ), pe 6, onde sv lndica wm sxismstios mmis
reduzidm. A Wn espage vewoterisl costuuw &s Venss ir-se o nome de
5pegq linepr.

Sub - sspages veoterisis - Uis-se que um cenjunto E (K ¢ un gub = o

Page Veoterial de E eu ums yariedgde linepr imersa em E, quande Ey
fer um ecpago Vvoterisl, ¢ psys isse ¢ nuovssaric ¢ suf'icients que

1.8 -.+¥,h s ja wa vlepente de Hl QUAIKio néE]_ ® hE—lﬁl. sondo o ®
r) mewros queisquer. I clare quet se sy C By -
Aal

= &

[ Y
ir1 i
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¢ ainde wn elemeate de ).

o8 = Algubriseglle de conjunte des verledsdes linesyes de E -

Gome wia varisdade Lwer ¢ Wi @upe abslisne defime-se do ws umuel-”
ra aniloga a nogio de sanm Byt E; @ de intersepgie E, A E, dv duas
veriviudes linvares, » eaim nNoyho goss das Jropriedades indicsdas.
E) + Eg o E)AE; sio vericdsivs linesrvs Lawrsus en E. Liz-se que es

elonentos &y (1 sde linvarneats lndspendentes, qusodes
M
E As By m@
L=A
implioa qued s O
Dugs veriededes linesres Ey e E; dizen-se linearmoente independentes

£ olaro que nustes condlqdess

OLd ") +d-|,m E VW
ondv &) & Iil e &, CE; iaplice, se 111‘-0 4‘%‘. qusd,.:ol{- 0, perque 8e
c:80 contrariod, @ ,® { =0X;) &, pertenceria simltineswsente a K; o

E epatsntoo/a & (- )a 20 ¢ catio avria s = 0 ¥ a o
“ 1 L ) 1 ©

LRI S

que ¢mposs (vel.
teciprocurnte se
oL By 4o, F @

implice .- -0, queisquer quu sejun &y CE ¢ 8, cE, ontiot & N\ES ©
Com ¢fvite su. WsSL) LKo 1Osme exlatirie wi vlumenio & 6@ ocomam &
El ® EB/ Ore. cutio xa ¢ wlnde wa cluwate de B;LAEB' qualguetr gqus Be=
Ju p(%@ e ers

Xat(=xX)as(X=K)aS0.n =9
onduite e ( -M)f 0, 0 qw v Lapoasivel.
Pouviios portsnto dufinir do duss useires s ladepondonois Linwar de
duss Varicdsdes linesres.

88



CLASSE DE CIENCIAS

$0

Se E, ® E;, bom come Eg e By, sfe linesrywnte indupundentes nie pede=
mes afirmar que E, seju linummwnte independente de E;+ By viste que
om gorals

BBy £ ) R AR B AR, =0

En t8de o csse ® qu podemos sfimwr ¢ que se By ¢ linewrmeate indspen
dento de Ep o se E ¢ wae variedede linesr centids em Fy, 21 & limear-
mwnte Lwwpundente ds Ee

Podenes ainds Gsfiinir independénecis linewr de B vsricdades linem=
res ds scguinte enoeirse

h).lrbm:hqm/:wrmm linesres El, 1-:,3_’......) E, sie linearmente

independentes, soi

P
ég"(i‘l Y- -.16_&:1

implica que @, & @ ( L% Xy Bosuvains cressonn B Mo
ou oitde, ® qw € squivelunts, se )
H,_A'( El-i-ﬂd-{.-......-u-f-l ( 1-1)-;-3{ 1+1 ,.i.nn s @
W N e
Un caso inportunte ¢ squile em ques .
B ¥ Byl Mydenonosnsoosd-Ba
entfio diremes gue as variedades Ey,; E;p eccecece En detorminam e de-
compesigie do espsgae He
Vunos mostrer que nestas cendlq@es todo o clemento p de B se pode es-
orever de wis Unica manuirs sob a faxmas

a= ;% a, endes ay 631

L_
con «felto =e 4

3 b
.=¢'-aé/f by - endes ,5.1.631
sova I
Ozzé/'(hlﬂﬂl’

*
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ende ‘1 - ay é E“.’

Como es Ej sie limearmcnte indepsndentes, sera
b’. -a4 20

isto ¢
by = 8y

Isto mostra-nos que E ¢ & sema directa de Ej, Eg,e.veve. ln}-pm inds-
car 8ste faote,escrevercmest

ESEl © By@eeeeenes @By
Se E, celnoide oo & varledsde linear gersds por um Unice veecter
&;, iste é: se E, ¢ forrmde pelos Vectores dg forma a, ende/ ¢ wn mime-
re qualquer, diremes que os a s%c vectores linear te inde

i
® que E 6 um espage vecterisl sbstracte a n dimensdes. E ¢ entie forma-

do pelo conjunto des wﬁorll, fia rornfl-.:

a B éﬂ(‘-nl

c=A

ende es O/, sio nimeres quaisquer. Diremos ent@o que os a, formam um
sistema do vectores d¢ base ( ou wns base ) do eapago E.
Un espago vecterial E diz-se gecmgonfvol quendo ﬁadc! ;ﬁ - ®3page
vectorial E;(_ E existe um sub - espage vectorisl E, t&l ques

E = El-@ Fg
Pude quanto dissemes atraz sobre os &rupos deoomponfwj.l ae pederia
aqui repetir pars es espagos veotoriais decempen{veis.
39 - Transfer aditivas e ‘noas - Seja T (#) uma trsnafor-
magie de E em E. Se dofinirnes T,+ %, o «T endeX é wi nimere, pelas
condigdes

(4T ) (@) s 1 (W)+ B (®)

X1 (w) = {7 (2)) ‘
ent3o o conjunte —6 des transformk¢des déste tipo formam um espage vee
torial como ¢ facll de Ver.
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5%

Direuss que T (¥ ) @ aditive » haegonea ( eu Linear ) set
!ug+/) : um—'f—!(ﬂ)
T(Ay) =dr(¥)

Verifics-se Lxmdiataswuts que @ cenjuwnte destas Wensfenmgies ferwam
un sspage veotarial, ® que ® sentre - deninie de osda we delas € wa
ezpage veotarials
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ST

s 8 « Aneils

40 - Definigfo - Censidercmos wi sistoms algftrice %undo sie dsfinie-
des duss opersgéest wis adigio o ww multipliongie; dirvmos que ‘%-H}-J
® un mnel gquande 4 fér wn grape abeliane em relagie & adigie e guands
a nultipliongiie verificur slguns dos sxloues Lije

Pera onda sistens de axliomas k!‘. tereios wia ostozoria de enais. Vaues
indiosr @ tipe do mneis que tervios & considurar, serso s ueles em que

s multipllosgiie verificer os seguintos axionsss

M) - Exlsténola aséd

M, - Uniodade A En e BE B pliow DS Ay
M, - Lol saseolstive (A B)C= A (RS
HI'MWE&WﬂME‘M

A (B0 )= AB+AC

(B+0)ae=pica
A multiplicsqie nio sera em gersl cemtative. Tereiios por Vesss neces~
sldsde d: supdr que existe uma unidsde, iste ¢, um clemente E tal que
AE= FA = A, Diremes qus se tresta de um snel com una unidedes WSste ea-
B0 z¢ csds clirente de i.oxwpw @, ten un inverse a-le {um’ relaqie &
t.-mlt.ipllcn.qi'a, diremos que /L é uwn corpo.
*1 - Sub - snel - Um oubd - cmjunma:éii un gub - spel k{ ) &
é w1 rnwl; pas isso € necesssrie ¢ suficlente ques
10)8 se A o B sfo clopentes ae0CA1B, s, & ( = A ). sejen pfnds eleme
tes de OC «
22,) JC centenhe ©
£ evidente que.e € w1 sub - snel do 3. Sbg tom wms uniasde F nio & ne
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5

cessirie supér qus JC. oentenha K, mss peds mcontecer que o JCoxisgte
wa elemente B' tsl ques E'A = AE' 8 A pera todes es cleiwites A e/C.

Q - 4pe) das trensfermclies sALUAVES S8 W Gupe sbellape - Seja S
gonjunto de tedas ss tranaformagdes de unm grupe abullisne @ ®n si pré-
prie. Ja llﬁbh‘ut:m.acp&h tatrodugie de wis sdigiko © vimos entde
( n9. 54 ) qQue & ¢ Wi @upo sbelisno. Defiusuos enJfwam rmltiplicagie
ao medo ardiniis, o proaute dv duss trwnsforimedes B (¢ ) & T.( @)
¢ por definiqie s transfarnmgie T ( 4, (¥) ). AR
Entin/ forme wn sistums cem multiplicag@am, isto o1 aRo wm.r.l.onul/ul.o
-mlll,ll ,H © aldm disse existe wm unidsde ( LT = T & T ) ende B
e dufinida pe:l.u caixiigios €5 E ( ) qualquer qus seja ¢€(-Z. fl afnda

feoll de vor que ¢ Vverificuds a ceudigios
(BF+C)a SBaAt+ CR

ende A » B e C sio mmrm'i-nqﬁﬁmhqw mes en rvgea hie ¢ verifica-

)
da ¢ onnoigaes

(1) A(B4C) = 4B aC

e portante nio € wn sael. E portsate importsnte determiner a eondiqie
neovseiria & suficisnte que devem verilficar as trsnsformsgows ae & para
que s condigie (1) seja verifioccda. ¥ faoil de m que eBSA ooR-
dlqfo ¢ a seguintes

:(-':a;) = Ty H—r(/)

1ste &1 T () deve ger wn honanoriisme de G em G, Con efelte s jas

¢ RRLp
-0(@)
i/-ﬁ %)

93



MEMORIAS DA ACADEMIA DAS CIENCIAS DE LISBOA

J

uu-':h?/ﬁ_)

Penlmnas D= afc vntio
/ff%zﬂb(fé)
Ak ( 340)
D(p)=i (DY) )::./(,;;g-é’_)
MB () sa (B (y) )=a'(ﬁ)
AC(Y)EA LGy )=n(T))
Se (1) ¢ verislosda serds /
a %—%) zaA (/, ) ta (/Z,,_)
® reofmwutﬂ, Ce 1- dee
fe notarmes quo o producte de duss transfortmgoes aditivea ¢ afnda wm

trunsfonweRe sditiva, fics sssin provude qus o Mlm
Lisngs do O em U fopymeji wi siel ooil wap uildsdee Un sntouarflismo de G

¢ reprosentsde per um slemonta deZlqus tem wn Lnverso em relagac & mad
tiplicaqgmoe
0 conjunto d¢ tels isonarfisios faxswi wi g Po («) nes nko fermam wa
snel porque o somm de cols laouoei'lsios nso € en geral wi lsonorfisne.
2 = Hotae = hs .pemqau(quau e ;ultj.plio;qau-/‘ca.x clureatos de wm
n;bl visotusiv-00 samotsrente coro s8 Opers¢iss corrusponicntes ds il’-
brie vul.ar sxouvptusndo-se wpeiws s ledl comistlve. Assin

(af8 ) = (afd) ( At+B ) = A prBfimfd

® on regZra DAC AR

( apB ) & A% anH
®© - legum de Mellinger = Joeplitz - Pedo-se dencnsirar e segulinte
worerng, veju-se lellinger wod ‘dooplits {1}.
Zogrorp ~Se A term uwi Uinice inverse & alrwite, Ssse iaverss & dlreita
¢ sfnde wi laverse & esguerds.

94



CLASSE DE CIENCIAS

SE

Cen sfeite seja X @ inverse & direita des A, que per hipetese ¢ Uaice,

ten-set
(1) aAX= E

Multiplicande & direita per A sambes es membres a--r?ﬁmm. tor-ue
AX A B A '

ou () AXA-nAEBO

Adloinonande (1) e (2) vems

AXFAX A = A S E
su A(XfXe-E)3E
e como o inverse & direits ¢ Unico,serss

XtXA = K= X
e portante XA -k B0
ou XA B E
® que nos mostra que X ¢ afnds wa inverse & esquerds d. A, 6. Qo deo
Se atendermos © Wwa teerems que demonstranes no § consagrads ae siste-
rmas cem rmultipliescio cancinfrios, que wa slenwnte A qualquer de \m snel
=0 pode ester mui des seguintos quutro casess

HﬁmEno%mL?E:rnu mim..;dﬁm ers h'
l4, ceaso 10 p
24, cese e o
L2, casoO 0 0

4%, os8e® : 0 0
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¥

Saete para lsse denenstrar guo se A tom dois iuversss, & direita per

[AAR
.xnnp].c. distinotes, A tem/infinidsde de iLnverses. Com efeites
e je L3 = B
* | 3750
[ ] LAC = E

Ent#s B4+n ( B - € ),ende n ¢ un nimere inteiro qm-.lquur): ainda um
.1nvbr‘ho ¢ alroita de A, oo vfeltos

' A(Bfan(ud4-6))=ABfh (nB-nC)Ss

,_ SE4nAl~-nhCESEfnE -nE 8 E
Ce ge doe fstes resultudes sie Lmportantes ue teorie dos oprsdores Li-
nau'ei, liLaitedos do or:puqo abatraoto de :dilbert.
4¢ - llogag do sditividude « JLironos quo dols cleiwntos A ¢ B de wn anel
8io rditives quenido £3r verifiosds & condi¢ios |

(=) (A+a )2 2a4 "

QUalquen qus seja 6 nimere iateire o positive - Heo ¢ nusossarie su -

par gque 0 aiml copten Wik unliste, nos segulntes teorenass

Doorems ) - 2 © Lol Lo, © mwwl e
€ necessirio e s Le

( kB )" = At F

( 4tB )° = a4 38°

Iaste & quo a ocondigio (of) seja verificeds psre a 2 1 e 2.

deorepmg 2 = Vpra gup dois oluiwntos A o d de Wi snel se sy editives ‘

coasurlio . e 80 i ver A ! I $
{ T) AB—]—-EA-O

(I ) ABARKBEO

Seoruw B - 9o A e H sko sdltivos sord A" e B = O parc tedos os yule
res dv 1a o0 _guo se . isfezen & col 20 & con.ighe n4n d? 4,
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Un osso peticulsrments siuples en yue as oouilqdvs ( X') e ( II )
afo verificsdus € o oaso uvn que Al B A B O, Fntéo direios que A ¢ B

sko_ertospnsis.
Dvoremm 4 - Iere que o elonente A paltive s E ) Q se ju sditive » B =
?_Qliﬂ= & mwagx’ 1o ¢ sullclente quet :

B AB b hku = 0
“ .1+ nl %

M :l‘&. bH = Se A ‘: ﬂ&bivu =Oﬂ Ll‘:llﬁ)l!m %‘L-lj‘ PO o;oo- & &n!’

on sl dols s dols adiitlvae = )

1\[\3 P

BE:_'.-QIQ‘ Bl

A noglo de sditividede nwi niwel genureliza a uegio de sditividade de
ntrizes £inites o de nicleacs de irecholla gue Lotrddusiricspsa trabalhe
adbre «a equagdus Latuzrsis de iredholn vejat A, ilonteiro ( m, {) ).
Ag denonstregdes dos teorens. enteriores, s£o en twio sniloges s de=
nonstreagoes indicsdss em ( 6—]. Pe “¥ = 54 )§ DF0 68 reproduzimos pere
néo alon ey u e<posigiue

Juponhsuios egors uw 0 wicl conslderedo contdn wim unidude Podemes

enuncisr o sepuinte teorenms

dvoreng - o ® 4 sio sditivos ¢ puv 8 te)n wa~.8'1!e£m
togs
-\""l
J\l—b AS
i = s~1 s
IE itivos.

Isto St a relugho de sditiviiade ¢ lavarlsnte el roelsgéo uo grupe des
sutonorflimues infurlarvs do anvl conslder'adoe

A denonstregio ¢ sndlogs ayuwls que indiccuos parce as mutrizes fimites
Ve js-se & /. lionteliro ( () pe. 93 ).
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Una perts da teeria da sditividede dos miolsos 4o Mredholm o das matrd
ses Cinitas sparwce~nos assim como tn oase partioulsr ds teoeris da adl
tivideds mm snele '

Trata-se pertante,do propriedsdes pursmonte algébrices. i'loa sssin des
terminsde o dovinic de csusslidede dos tecremms indicados.
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$ ® = Anmis Veoctariais

46 - Definicis - Dé-se o nome de enwl Veotarial a tedo o sistemm algé
brice & ende sie dufinides trés aperagdes, wm adigae ( 1), wm malti
plicagie (.), ® uma terceirs eperugie que a oada miwre < ( resl eu cem
plexo ) e = onda vlenente A l‘éﬁ fas ocaxTesponder um ¢lesownte 9{&. &_‘%_
(produnt.. den mbers o par A ), que vurificam as segulntss condigdess
12,) « E ¢ um espago veotedial

[ 4

29,) = E ¢ wa anel me sentide do parigrafe precedente.

39,) - Sie verificadss ss seguintes oendigdess
() aed (3a)
(4A) (4B)= (0 B ) AB
Unm enel veoctarisl diz-se real ou ¢ esplexe conforme es mltiplicaderes
0, forem reais ou conplexos.
fstes sxiomas s&oc em partioculsr verificados pelas matrizes finitas, ®
pelel micleol de wne equsgio integral du Fredholm, ete..
A axiomstioa quo indicancs nko ¢ possivelente e 1ails slgples. Algans
sutares dio a Wi snel nestas condiqdes o namw do spul dipesr.
46 = Bub - apel weotaris) - is-se Sate noww a todo o oon:lun't.'a'@(g
que for wn anel Wnt-watlg pnrf.nn ¢ nuoessaric o suficlients ques

S B sso elenwntos /C & O\ Wi _muere qusliguel B

4%

= Cen

LENC L LLOE A rel L LIZO BRI O 8 L LU &L (3

sidoremos @ nanjunuz das transformsqdes d.finldes mua espaqge veote-
rial E e oujf-nh- dominie pertence a E. Vimos no n2. 39 que ss de-
finirmos T = T T, @ c| T pelas condiqboss

2(¥) - 1,(7@)—]—-!.95 %)
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x2ew)ea {2(x))

@ npaq.@é wn espeqe vecterial. Per eutro lade vimes ne né, 41 ques
para que Z seja wn amel, & necesssris e suficlente que tddas as trams-
formmqdes T(-(5 verifiquen a condigios

W zletfreritrg
Yera que as transformagdes T fermem wa anel veotorial restu-nos exprie

mir que ske verificsdas as condiqSuvss

()2 (F2)
) (33)1=60hT

A primeira destas oondigSes ¢ sempre ®vrificsda e para que a segunda ©
seju ¢ necessirio e suficiente quw us trunsfar nungdes T satisfagam & om
digies

() (g )eAT(Y)

1ate &3 que T seje wns transformagio homogénes. Pars & demonstragio des
ta propriedsds ( e de outros resultados upenus indicsdeos )ve ja-se © nos»
a0 1ivro em prepuragie Llgekra dss Matrizes. Censideremos um conjunte
das tranaforvmqdes dufinideas mul espago veotarial, que gosa das propd
edsdes (1) ® (2), & quu daremes o namw de Yransfoyegdes sditives o hg-
moginess eu gpersderes linweres.
0 centra - demi{nie 4 um cpersdor linear ¢ um espsgo Vool is), imerse
mﬂ;mulwurmwmuuwrmunmmh-

espago de E.
Un resultade impartante, e que justifioa a introdugéo da nogiao de amel
vecterial ¢ a seguintes
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0 eatuuie dos opwredares liwwes ¢ wn dos ospftulos mals Lrportantes
ﬁmﬁmmmmqmmﬁmmmmm
tem ot ¢ e, P considmwqRo de erven pwwnte algftrien, se pode
ser leveds latigwlmate a conosber s naqle de opersder Linear,.

Un resultade vlementer que convém sssimlar ¢ o seguintes ._ﬁm_-
© vegtor cto » ‘ & wy eapsgo 1so

sonjunto des netiizes uedrndss do orden ne Veje-Je wi denonstragle
dssta proprisdede no nossa livro J-. citedo.
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$§ 10 - Tipe algitrice de wa espaqo

48 - lefinigie - Vaxmos sgora intredusir a nogie de iipe slgvtrice de
w1 espage, que desempenha om Klgetra Abstracta © mesmo pspol que a ne-
QRo de potépoia de um conjunto desepenhsa ne tearis dos conjuntes abse
tractos. Esta nojio aplioca-se, camo Verwmos, exclusivemente & eapages
algebrices. Para fixer idcias suporemos que se trata de espagos algébri
cos A, B, 0, ote, om osda Wi dos quais se supde dofinita uma Unica epe
ragio algibrica; mas ¢ clare que as mwemas dofiniq@es s@io apliociveis ae

caso e quo existe meis do Que Wns opersgie em oadsm wa déles.

Nestas ocondiqdes, sacreveremoss

t(a)=t(B)
( leoin~se: o tipo algebrico de A ¢ izwal mo tipo algdbrice ds H ).

Entio eacrevureioss

t(a) >¢(8)
Nestas oondigdes tembdm pedemos diser que o tipe slgébrice do espage B
¢ inferiar ao tipo algshrice do espago A ¢ esoreoverenocss

(B )L t(Ar)
He afnda 1ldgiocmmente dois ossos possivels.
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® enNLE0 PECIrYVUIwI0ST

t(A)L L (B)

IV = Dtrenos que o tipos rlgfinicos de b e B sfo Jnconmpivels se b
i i lseporfo s nennwi sub - wspuce WCB e se U nig L3 lsonerfe B
ne - lg ‘:

50
Vemos in€losr exerplos on guw &'co e8tes (Uatl'0 CRE0S.

1%, ecoupla - Supaliugios Jue i S o coujunto uoE Muwios Latelress L, 2,
Byecsecseny Mpsassses © U # GPLTRGAO mlgvlizente ¢ & saiqie no seatl™
do ardinsrio. doje por’ outre luic B o sconjuute uok nuwr'ce iuteires pa
YO8t 2, 4, 6pecerceccepfyesscacs OOl & MWK OPeragho slgelirizante,

A e B sio espigos slgdtricos visto que o somk us dois miwras inteires
( rosp. peres ) ¢ wa miwro inteiro ( resp. per ). Ceo B ¢ wn sub - 88
pego do A podenios alzer que & ¢ isonorfe m Wi sub - espage de 3. Existe
afnde wa lecuarrisine entro B & wa sub - espage Ay A. Podenos por exem
ple supor gue J-.l ¢ formwdo pelos rmiltiplos de 4.

29, e:xe) - S0 & far o conjunto dos miwros risis ¢ J o coujunto Leos
mimoros raclonnis ¢ evidente quo t ( A )> ¢t ( B ) relativemente &
ndi¢io @ & multiplicuQiic. Como B Ca ¢ clxo qQw 3 ¢ leonorfe a B @
portanto & Wi sub - e3psge do A, A nio pode ser fsomacfe & wi sudb - es
pago de 3, porque entéo existiria wmw carreapnndeoncin b;fl:.(vou ontre @
conju:to fos NFwros riais © Wi sub ~ conjwite dos nkwros reeicmais,
o que & m)mnfwl. i it f“‘“‘&r oo

39, exeymlo @ Toio © gupo que contémyim tipo slgdbrico Lncogersveld
con 0 eapuqo A indioado no prinvire emerplae

E’ necesasrio feger alo\Wwims chucrvegoos sobre s dofinites prucuvdentos.
2) Im priwire loger ¢ ovidinto qus 5o 4 ¢ B Béo doils uvspsqos iw,a'—
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¢S5

fom sers t (A ) St ( B), tsto ¢t o tipe slgebrico de wn espaqe
nmentém-se por isciorflsno; nio suwbriios &s & rec{proos desta propee
slqie & verdadelrw, o LOUO O OASO PEXrG0o-NoS DOUCO PrOVEVel que as-
sl e jme is dificuldades no sstuio dests quostia provem ua faote

do nio existir en regrs ws slgelricegse conveniente dos sub - espa=
gos de wa espago algobrico.

a) O problenw ds tricotonis resolve-se pels negativa pald a nogio de
tipe sl:¢hrico visto que he cspagos ¢ tipos l.lgél:n‘i.ooi incorpsre-
vels. .

b) 30 A o B té1 0 meamo tipo elgétrice, os conjuntos A & B tém a moe
na petéucis, ues a reci{procs nio ¢ verdadvirse

e) set (&) £ 4 (B) s poténois do conjunto A ¢ quando muite iguald
¢ poténcis do cenjunto De

d) 7odss as Wraprlededes da 1pualdsde © da doslgualdede que Lrdicanes
pars & nogao do petéacia sio alida veriflosndas para « nogue dv tipe
algéhrices

o) Como uxlste wi @upo sbelisne nuerevel universslC s uvidente
qus tdde o grwpo wbeliano nuneravel A tem wi tipo algébrice izwal e
menor que o tipe slgdbrice de /. Soria Lrpartsnte Lndloar um exemple
do un zrupo abelisne nwieravel A tal que ¢ (A ) <Lt (47)3 em quale
quer dos oasos néo existe nenhwi grupo sbelisne pwicravel oem um tipe

algtbrice superior a 20

Ve 4
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Capitule III

{2
Tepelegin Ablg#t_.’_..

§ 1L - Lspages ( V)

1 - Espages tagol‘gieo-. Diz-se habituslmente que um cenjunte abstras-
te E ¢ un espage tepelézice se EENxixix existe uma eperagie D ( a que

se da e ndme de durivagie) que a cada sub - conjunte A ( E faz cerres-
pender um eutre conjunte A' ( & que %0 da e néme de cenjunte deriva-
de de A ). Aos clenwntes de A' dssse o néme de elementos de acumula-
_?_ﬁ_._ eu pontes liuites de A, ¥ evidents que A'-D( A ). Nie nes parece

que esta negae cerresponds & negae intuitive de espage tepeldgice,
viste que se E ( O ) for um e¢spage algebrice e se fizermes correspen-
der a cads sub - cenjunte AC E e cenjunte A' dos elementes da ferms
&) @ &, onde a1 @ o, sio dols elementes quaisquer de A, o eapafle al-
gebrice E ( O ) gparece-nes assim cemo un espage tepelegice. Estamex
pertanto de acdrde cem Fréchefr quunde éle restringe a negio de easpage
topolegice.

Unm espago topoldgice ¢ un sistema ( Ey D ) fermade por um cenjun-

te abstrate E e por uma Opersgie D defenida sobre e cenjunte é des
sub - cenjuntes de E @ que a cada elemento L&ﬂr faz cerrespender um
conjunto qualquer A'-D ( A ) de tal maneira que sejam verificadas
as seguintes condigdes:

18,) - Unicidade - se Aj— Ay sera D ( Ay) = D ( Ay )

isto é: D ( A ) ¢ um cenjunte Unice e bem determinade.

22,) ~ Para que & ¢cA' ¢ necessario ¢ suficiente que A - ( a ) nide

seja vazio ® que a €D (A - (& ) ). Isto é o facto de & pertencer

a D ( A ) s depende des pontos de A distinctes de », ou afnda: se a
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24

¢ um poente limite de A éle ¢ afnda ponte limite de A = ( & ) e redf-
procamente.

Prata-se ewidentemente de wna restrigse importante, mas em téde @
case s tepris dos espages que satiafazem apenas a estims duss co:;d.‘l.-
goes nie nes cenduziria muite longe.

Esta nogae permite-nos porem pér em evidéncia a ideis de que a e-
peragae de durivagiio ¢ uma negio fundamental de topelegim.

A tepelogis pede ser baseada sdbre outres nogées primitivas, per
exemple: vizinhanga, conjunte fechade, conjunte '-.bort.o, 4'rox-mpt.n.'t-o"(
eu cenjunte de molmie) na terminelogis do Prof. Mira Fernsndes) pen-
to interier, etc..

Nés vemes aqui definir & objective da tepologia utilisande come ne-
Qio primitiva a nogso de vizinhanga que nes parece a mais intuitiva
muito embors existam nog@es da topologis que se nie sabem ainds ex-
primir por intermédie da nogie de vizinhanga.

2 - Elp&g.l ( V) =Vamos agora considerar umas das classes mais im
portantes de espages topelégicos, classe yue fol considerada pels pri
meira vez per M., Fréchef e na qual a nogae de pente limite eu ponte
de acumulagide ¢ defenida per intermédie ds negao vizinhanga.

Defénigao - Diremes que un cenjunte I.hltut'.k:'. E e um espage ( V. ) se

s téde o slemente a ¢E corresponde wns fam{lisiv ( _l__)s_d_._lu‘b' - con~

——— —————

juntes de E,, a cada wn dos quais dearemos o nome de vizinhangas de

elemente 2, ® que satisfazem a seguinte condigie:
| V,! - Téde e slemente ;.E:E pertence a cads uma das #ﬁ.‘
vizinhanges, isto ¢: a€X (a ).

Defenigie L,~ Diremes que a ¢ um ponte de acumuilagio de cenjunte

ACR se t8da a vizinhanga V ( & ) centém pelo menos um ponte de A,

diferente de a . Cenjuntc derivade de A ¢ o conjunte des scus elemen~

i

tes de scunulagae, em notagie A'.
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2 clare que nestes condigdes todo e espage ( V ) ¢ um espage topelégi-
ce.

Ad dort‘n.tqioi que scsbaiios de der de ponto limite num espage ( V ) §
devida s M. Frécheb, veja por exemple ( 1 ) p. 172, Esta defénigie em
tode © caso merece-nos alguns reparos.

Censidersmms, por exemple, © conjunte E des pontos de um plane ¢ sen~
sideremes como vizinhsanges de um ponto 8 o EElNx NENEEX €8 conjuntes
formades pelo ponte & e pelos pontos de coerdenadas racionais interie
res a um circule de centro & e de raie § + 0 cenjunte ACE de tedes
es pentes gue tem uma das coordenadss irracionais nio teris em faoce
da duf‘n& o anterior nenhum ponto limite., Em tede o case tede e pen
te de cenjlnte A @ um pente limite de espago E.

A tcpologﬂ que scabamos de indicer nio tem nads de artificisl, ela
intervém ppr exemple quande se quere cempletsr o corpe dos nimeres
recienais. Podemes portante concluir que ¢ a dor“niqiu de pente limi-
te de um oconjunte A que nic ests formilads de uma maneira senveniente.
Vames portanto modifics-la.

o )

Defénigiie L, = Diremes que A um ponto limite de cenjunte ACE ( su~-

pomos ¢ oluro que E ¢ um espage ( V ) ) quande pars oads vizinhanga

V (L) existemun ponto a @ A ¢ una vizinhanga V ( & ) tais que taédes

es pentos de V ( & ), exgepto eventualmnente o ponte & , estie oaﬁt;l.-

des em V ( A ), iste &, tals quet

V(A ) O v(a)-a

£ olare que nestas condigdes, no exsmplo anteriormente indicsdp wa
cen junto de pontos de ceordensdss irracionsis ja poede ter um ponte
limite.

Em virtude da ocondigie 22 do n? 1, podemos supor sem alterar a tepe-
lozia de E que V ( & ) nio contém e ponto & , iste ¢, pedemes suprimir
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a cendigie Vv, na dvfenigae de espsge ( V ), entie pedemos dizer iis
sinplesmente que o4 ¢ pento limite de A se & cada V ( =% ) cerrespon-

de um elemente & € A e ums yizinhanga V ( a ) tal que
VIA) D V(a)

0 que scubsmos de dizer pde em evidéncis a ideia de que um espage abs-
trate am que se toma como nogae primitiva a nogse de vizinhanga a tepe
logls désse espage depende da dtf;niqio que adoptarmes pars s nogae
de ponto limite.

Para reforgar esta ideis vames apresentar um outro exemple. Considere-
mes sinda o conjunte dos pentes de um plane e supdnhamos que derb.nio
mes as vizinhangas de um ponte da seguinte muneiras

Se a = o(respectivamente a#e ) consideremes como vizinhsangas de &
conjunto dos pontes de ceordenadas raclonais ( resp. irraciensis ) in-
teriore¥ a um circule de centbe a <w—cenjunto—dos—pentes- e de raied
A erigem nio ¢ um ponte limite do conjunte dos pontos de ceerdenades
irrscionais quando s¢ adoptam as d.of‘nlqael de ponto limite L  ou k1.
Porém s origem ¢ um ponto limite do conjunto dos pontos de coordensdss
racienais quando se adopta a dof;nlq'ao Ly @ nio o é na dot‘niqio Lye
Estes clrcunstinocias psrecem-nos extraordindriamente graves atendende i
e quc; existem espacos ( V ) bastante particulares, como se jam o3 espa-
gos de mu-aorrf em que as duas deri'niq&u Ly ® Ll nie sie topoléglos=
mente equivamsntes, isto 3 nao definem uma unica epersgie de deriva=-
g0 como seria de espersr. Nete-se que os exemplos que scabames de imn-
dlcer sie exemplos de espagos de Halmdorf

Por outro lade A, Weil, (1)) -M 8, num trabalho recente, ebriga es
rfamflias de vizinhangas de ocads pente 4 a Verifiocardm a condigie Ve
VY - A cada V ( & ) corresponde wua Vizinhanga Vy ( 2 ) da mosmm fanf-

lia, tal que V ( a ) contenha pelo menes wma vizinhanga V(b) ds
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da fam{lia sssocisda & osda um dos elementes b de Vi ( & ),

® clare que nes exemplos que indlcamos anteriormente esta oondlqﬂ.

' n¥o el¢mine portante as dificuldsdes que

é verificeds e o ajiiena v

indicames.

As dificuldades provém do facto de existirem pentos vizinhes de um
ponte A que sao todos pontos vizinhos de eutre ponte cX sem que A 8@
ja um ponto vizinho de X

£ clare que ests condigao ja se nio @a se obrigarmos as vizinhangas
s satisfeperem a seguinte condigiet a\?“”"{

Vf- Se dada uma vizinhanga Vv ( /A ) existe um ponto a' corresponde
uma vizinhsnga V (& ) tal ques V(a ) ~a (C V Gi)?W%G!M‘E_é

“hevlomie a V(L) 7 p
estas condigBes seJ ¢ un ponto limite de A segunde a defpnigie 'I":I.

/. ¢ afnda un ponte limite segundo a dof;niqﬁe L, mas a rec{preoca
pode nio ser verdsdelira, coms o mostrs o 22 exemple que indicimes an~
teriormente. e as vizinhangas seatisfeazem sos sxiomas V; ® Vf'o 88 X
néo ¢ um ponte limite de A segundo a def‘lniqio Lys A nic ¢ ainda um
po.:te limite de A segundo a def’lnlqic L, oemo é facil de verificar.
Portanto e dnfo'niqio L, conduz no cxso em que os axiomas V Vf sae
verifiondos s atribuir a todo o conjunte A um oconjunto derivade maxi-
mo, isto &1 a operagio de derivagie obtida por L  em geral condus &
mais pontos limibes que aquels que ¢ obtida per Lye

Se um espago ( V) 80 satisfez 8o axioma V, sem satisfazer a Vfo' sem-
pre possivel modificar & primeirs fam{lis des vizinhangas V(s ) da-
das no espage considerade, de tal maneirs que seja verifioade o axiema
Vi‘ basta para isso incluir em cada V ( & ) tedos es pontes b para es
quais existe ums vizinhanga V ( b ) talqu V(b )=-b (C_ V (a ).
Represehteios por V' ( a ) as novas vizinhangas assim obtidas; & ola-
ro que para a fam{lia V' ( a ) sio verifiocadas as condigdes V, e Vf.k

R

Flosm sssin resolvidss em parte as dificuldsdes que spresentames.
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Seris importante determinar as condiqdes ndcessiriss ¢ sufimientes a
que devem satisfazer ss vizinhangas para que as doi‘;niq&l Lg L, oon-
dusam s mesma tepolegism. -

Vames agora indiosr wua ocondigio suffclente psrs que tode o pento li-
mite L, aeja um ponte limite L. A condigao 6 a seguintes:

V5 - 80 0 ponto s portence & vizinhsngs V ( o) existe sempre uma
vizinhanga V ( & ) contids em V (gl )a

Encontraremos meis adisnte esta condlgio.

As dificuldaedes niio param squie. Com ofeito ainde ¢ possivel dar uma
nolla deff.niq:o de ponto limite mun espage ( V ).

Dot"nigin L, = Diremes que X € un ponte limite de um cénjunte A de um
eapaqe ( v ) quende mnxw duda wia vizinhanga queale-

quer V (X ) existe um ponto & € A a0 qual corresponde ums vizinhange

V (a ) tal ques psra cade um dos seus pontes exista uma vizinhanga
centids centida em V (A ) .

Pede scontecer que { n&o seja pont.o limite de A megunde as dcfiniq“l
Lg o I‘l e que o se ja sepgundo a dcfiniquo L.

Consideremos e conjunto E dos nimereos risis ¢ definamcs vizinhsngas

de um ponto a ocomo un certo conjunto V ( = ) que sers um sub = cen-
Junte dos nimeros b tais que lb - li'lggdart‘nido da seguinte maneiras
12,) - Se a ¢ racional os b b sio racionais

2e,) - 38 & ¢ algibrice os b b sfo racionais

52,) - 3¢ ¢ @ transcendente os b b sioc algébricos

Entio o8 nimeres ruclonais nio sie limites L, nem L, dos mimeros trans
cendentes, mas sfo limites L, des mimeros transcendentes.

fstes resultades podem-se generalizar,

Dor;niq&m = Chsmemos vizinhanqgas de erdem zero de um pohto a ( em
notecse V® ( a ) ) ao cenjunte formade pt lo edemente g. Chamemes vizi
nhanga de ordem 1 de & & tode o conjunte V ( & ) = a ( em netagio
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V{“‘ ( & ) )e Chamemos vizinhanga de erdem n de ponto & a tode e cen
junte V(B)( a ) que ¢ soma de um cenjunte de vizinhanges de erdem 74 de
eads um dos pontos de v(n - 1)( a )« Diremes que X ¢ ponte limite I‘n de
un cenjunte de A se dsda a vizinhsnga V (A ) existir sempre um pente
a, pars o qual exiate v(®)( o) C V(KD

A cada d.eﬂ'uni.qio de ponto limite cerresponde ums tepologime

As oondigdes suficientes Vfo Vz para que as topologiss Ly @ L, se jam
1dénticas podem agora enuncisr-se da seguinte maneira: .

vf - Se ums vizinhanga de AV (X ) contém uma vizinhsnga de 18 erdem

do & , entfo V (A ) contém g

V., = Pars cada ponto a de V (A ) existe uma vizinhancs de a de 18
erdem centida em V (A)e

Un resultzde lhteressante € o seguinte:

*.-
Teorema I - Se um espeqo ( V) verifica a__qand.lqi’o V4 tode e pente
linite L, é alnda um ponte limite L, .

'nurom II - Se um espage ( V) verifios a condiqu V, tedo e pente

limite L. < m/nméa b e Ly,
A demonstragie déste tearema & imbdi.atn e portsnte as cendiqdes Vt °

Vy sie sufisientes pura que as topologiss defpnidas por Ly ® L, sejam
idéntiocas. g

Por isse parece indispenssvel obriger ss vizinhsngas, dades & prieri,
s satisfszerem aquelas duss ccmdi.q&mil se quizermes obter ru\lltndu
simples, ® evitar as complt'caqﬁu que resulism do facto de ums mesma
fam{11ls de vizinhangas nio cenduzir em regrs a0 mMesSmMO e3pRQe topelé-
glco. A nogho de espago ( V ) é e.tremamente geral. .

Tédo © conjunte abstrate E ¢ un espage ( V ); cem efeito basts deré-

rirmes as vizinhangas por melo ds condigie:

V(s )=E qualquer que seja a € Ee
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Pede acentecer quev(m easpago E existam duss fam{lias diferentes de
vl.zinhnnqaa{?( a )}o{i(n ) }. Cada uns delas fefine una to-
pologia em E a que chamaremos topologlia V s topologia W. Diremes que
as duss fam{lias de vizinhangas sic tepoléglcamente equivalentes guan
do elas definem em E a mesus topologla, iste ¢: quande o derivade de
A €E qualquer seja Ay, € o mesmo em relugie as topologias V @ W.

LU

Teorema - Para que dols sistemas de vizinhangas V (a ) e W (a') se-

Jam topoldglcumente equivalentes ¢ neceasirie ¢ suficieate gue toda

& vizinhanga V ( a ) da prineira fam{lia contenha pulo mencs wus vi-

zinhenga W ( & ) da segundu ¢ reci{preocamcnte.

Demonstragios A condigiio @ evidentemente suficivnte. ue ¢ necessaria
resulta do sewgulute: suponhamos que V ( a ) nio contirha nenhum W (a)
e conjunto B dos elementos b teris a cemo ponto limite na topolegia
W, circunstancia que nio seria verificsds na topologia V ( veja H.
Frechef f BJ ). ]

Podemes introduzir ss seguintes dufo.niqﬁel nun espago & V )3

Diremos que A @ um con juntes

12,) - fechade se A' &< A

2@,) - dense em si mesmo ou condenssade sc A C A'

32,) - perfeita se A = A’

Diremos que a ¢ um pente de condensagie do conjunto A se existe uma
infinidsde nfo nuueravel de pontos de A em tods s vizinhanga V ( a ).
Pare que num espage ( V ) pessam exiatir pontos de cendensagae & ne-
cesssrie ¢ suficlente supdr que V ( & ) tom uma peténcia superier a
do numeravel.

Quando sssim nde fér ¢ a{nda possivel dtr;nir pento de condensagie

da seguinte mansira ( utilizande s def‘iniqio de pente limite Ll)l aé
un ponte de condenssgiie de A se quslquer que seja V ( a ) exsitir wm
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uma infinidede uike nwmwrivel dy pontes b € A pars cada wn dos quais
oxiste uma vizinhanga V ( b ) tal que

V(b)-b C V(a)

gbr:lgand.o es eapagos ( V: ) & satiafazerem ao axioma V, esta dupliocida-
de na defénigao de penio de condensagio dessparece.
Diz-se que & ¢ wa ponte interier de A se existe uma vizinhange V (a)
tal que V ( & )C A donde resulta quo a e interier a V ( a ),
Diz-se que & © um ponto exterior de A se a ¢ interier se seu cemple-
mentarC ( A).
Diz-se que & ¢ wa ponte &gt-gg' de A se & nie ¢ nem interier nen
exterier a A, 1sto ¢ se cade V ( a ) contém um ponte de A e eutre de
¢ (&) 5

ﬂ%%l&n.,
Un genjunte diz-se aberte se todos es seus pontesvinterieres. Se um
eapage ( V ) satisfaz & condigio V, todos es pontes de V ( a') sle
pentos interiorvs a V ( a ).
Poulsmos introduzir muitas outras derq'm.qiu habitusis na teeria des
conjuntes, mas nos néo p#etendemos fazer ums teoris cempleta da tepe =

' 0 ohfecd iy da
logla sbstrata, pretendemos spe.as néste cap{tule defenir

Wohoto 4ci abetliceln o 4 A ecvens

ob’;crtza.; a.“ /fo{/

3 - Fungdos cont.fm_g s - sejam K'o deis espagos ( V ) e xéx).
X fj}. Dircmos que s transférmagie il

3::(:)

de B eu V¥ ¢ contfnua no ponto x de X se qualquer que seja V ( 'a' )
existe wns vizinhunga V ( x ) tal que e ocenjunte transfermsde de
V(x) seja wr sub - conjunto de V ( v ).

Diremos que £ ¢ wis transformxgae cont{nua de X em Y = £ ( X ) se

.
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ela ¢ cont{nua em todos es pontes de X.

4 - Hemeemerfisg -~ Se a transfermagie £ de que faldmes ne nimere pre-
cedonte estabelecer ums carrespéndencia biunf{veca entre X ¢ ¥ ¢ se ela
fér cent{nua, diremos que se trata de uma hemeomerfiia » Para indiecar
que es cenjuntes A e B pertencentes a dois espuges ( V ) sie hemeemer-

fes usaremwcs a netagaes
A= B

® leitor verificara sem dificuldade que s nlnqio?Mwmorrh gosa de
tedas es prepriedades de relugie de igualdade,

5 - Objeotive da Tepelegias -~ A topelogia tem por ebjective e estude da
Propriedades dos espagos topol&giconfque se mantém invariantes qudmde
s¢ transforms E por nelo de uma homeomorfia. ¥ impess{vel distinguir
na tepologia deis espaqges hemeomorfes, visto que tOdas as prepriedades
topnlﬁgiou de um des espmqos pertcncem ao outro sspage e :-oofprnnlll
te. Ae nogdes primitivas da topologis sio as nogle:s primitivas da tee-
ric des conjuntes ma = b, o € A e a nogio de ponte limite dur;nuh per
intermédie de ums famf{lis de vizinhangas. Recerrendo apenas a estas ne:
gSes ® s fungdes propesicionais da Légica formal ¢ poss{vel ocendruir
toda a tepelogia. Tode a funqio proposicionsl assim obtida sers chamse
da tepelagics .

Todas as proposigdes que se podem eawncler por mele de ungdes prope=
sicionais tepolégioas, sfe invariantes por ume homeemorfie., Assim se
ACOC ¢ un cenjuate fechade 1sto ¢ se A'C A e se £ for waa hemeemer
£1d serd ¢ (&Y YC LA A )’t(’L) s '& e portante £ ( A ) ¢ um cem-
Junte fechade no espago ¥,

J& dissemos que podiwaos temar couo nogdes primitivas da tepologla
eutras negdes. ¥ o que sa faz por exemple Kuratewski (1) que censtrel
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a topologia baseando-se Ra nogio de fermeture ou conjunte de inclu~

880,
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§ 2 = Tipe de dimensie de um espage tepelégice.

6 - Doa.aj.gio = A negiie de¢ tipe de dimensie de um espage topelégice
fel intreduzida per M. ¥réonek { 1] no principie déste séocule, da
soguinte maneira:

I - Diremes que @ tipe de dimensie de um espago tepolégice A ¢ igual

s0 tipo de dlmensie de ¢spago tepoldgice B quendo existir ums hemee-

morfia entre A e wi sub - conjunte B, (C B e wis honvanorfia eatre B

e w1 sub - conjunto Ay A. Pare indicsr éate faucto, escroveremoss

e B

da= ez

II - Direnos que o tipo dc dluwnsie de A ¢ inferier so tipe de dimm

a_'_a'_:_a_d. B quando c¢xistir uns honeonorfia ovntre A e um sub - cenjunte

B]_C B ¢ neo existir nenpunms honconorfis entre B ¢ un sub - cenjunte

hc.ﬁ.. Pars imdécar eéstc fucto, esoreverciios:

. AL <A B

III - Diremes que e tipo dv dimensie de A é superier se tipe de di-

menshe de B quende rﬁrdt B<4‘ A, ® entie escreveremess

Aa > ds

IV = Diremes que os tipes de din.nsie do A ¢ B sie inconparivels guam

de n&o oxlistir nonhhuis honcemorfis entre A ¢ wn sub - oonjunte BlCB

nen entre B e un sub - conjunto A_-LC Ao

fstes qustro casos poden efectivanecnte dar-se.
Netemos yue a nogie de tipe de dimons®o € absolutamente anillgu a8
negdes de poténcia de um conjunto e de tipo algbrice de um espage.

Vames agora indiosr slgumas des propriedades do tipo de¢ dlnenssfe.
18,) = 0 tipo do dinense gosa du tddus «s propricdudes da desigual-

dede e da igumidade (ue indiesmos purs a nogko du poténcim, mo oapi-

tule I )
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2e,) - SedA = (B es cenjuntos A € B tém a mesma peténoia, iste é1
i28 |

39,) - S0 AA { AB seri K< B :

49,) = 0 cenjunte das homtemorfiss formem um grupe de tramsfermaqées
quande se defdne produte de ducs transformaffdes ae mede erdinarie (

grupe que ¢ um sub - grupe de grupe das equivaléncias). Deremes a &s-

te grupe e neme de grupe das hepoemerfias . A tepelogla vstad pertanmte
lo'gi.oamont.c suberdineads & teoria dos con juntes nbntrnﬁ.ou.

659,) « Se A o B sao homeomorfeas ( A~ B ) sers dA sc{B, nes a rec{pre

oa nie ¢ verdsdeira. En tede e ocase em virtude do corelarie 1 de Tee-

rema de Bansch ( oap® II, mimere 16 ) pedemes afirmer: SeAA o B ¢

pessivel ducompér cads um des conjuntes A ® B em conjunto disjuntes re

pectivamente hemeomerfes. Hasts verificar que s relugiae do hemeemerfis
peasul a propriedade (L ) maquele local der;ni.d.q, A nogio de tipe de
dimensie de um espage dnomponhnwna teoria des ocenjuntes pels negie de
peténcia, e por isse e¢la tem side tde profundamente estudeda néstes
Ultimes tempes. Ceme se vé els pede ser oencodids num espage ( V )
qmlqmrw%lw pente que neos intervssava saqui indicar,

0 teerems de Janach que scabames de indicar ¢ o teerema fundemental
Bebre s estrutura da nogac de tipe de dimensie ¢ desempenha ma tepele
gia um papel snslege =0 que © teorema de Cantor - Bernsteim desempenha

ma tearis des cenjuantos lbl'ﬂ‘&ﬂl.

(’). Wi 572.;}(;:7 z,;. Ll /u%/{/f 7, z(;:;m 7% /,“1/7 o Aeecerr -

J o 7
/‘J gt /LA €

(5
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i3-Eapagos (V) particulares.

7+ Mesmo que obriguemos os espagos (V) a verificarem o0s axiomas ﬁ!,
t;ﬂ e*& » & noglo de espage (V) pode ainda set verdadeiramente pato-

16310;; é o caso de um e8pago0 E em que todos os pontos tivessem como
fnica visinhanga e proprio espago kjvum tal espago (V) gqualquer pon-

fo tem por derivado o espage inteiro E. Deve-se portante obrigar um
espago ( V) a satisraser a: condig¥es restrictivas escolhidas de tal
modo gyue a toqﬂ%sia aseim dof‘hﬁida tenha as propriedades mais impor-

tantes da topolocia ordinaria do Plano:n euclid€ano e ainds que essas
categorias de espagos topoldgicos sontenham eomo caso particular a tefo

pologia dos espagos funcionais mais importantes,

A topologia absctrata tem estado permanentemente né decorrer do seu
desenvolvimento 8d0 a influ8ncia desta dues correntes, uma que obri-
€a a restringir o seu campo de estudo outra que a obriga a alargé-lo
tanto quanto possivel,

Vamos agora indicar uma primeira listu de sxiomas que nos permitird
definir os espagos (V) mais importantes.

Y

V'-Se V (a) contém completamente o conjunto V(b)-b, entBo V(a) eentém
@ ponto b,

= Todo o ponto a de E pertence a cada uma das suas Visinhamgas:ta £V(a)

V- Aparte comum a duas vizinhangas de um ponte & qualquer, eontém sem-
Pre uuna &nceira vizinhanga do mesmo ponto -
Vi- Se 0 pomto b pertence a V (a), existe sempre uma xizinhanga V(b) oon
tida em V(a)
v: -quaisquer que sejam o3 dois pontos dirarentaing-e b, existe V(a)
que nBio oontém Db e existe V§b) que-nfo .contém g, . . -  T.oz.oi. e
V: - Quaisquer .gque sejam o0s: dois pontos diferentes 4 e b, existem duag
Vizinhamgas V(a) e V (b) sem pontos comuns, S ot
Kotemos que fomos levados g obrigaf as vizinhangas a satisfazerem mos
axiomas Vis v:, e VS o

i
A% & 46 asna R e R T e
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Di-se lirtoplogia_b nome de €8Daco aeeassivel (Frdohet) a todo o ese J%’
pago(V) em que as visinhangas verificam os axiomas Voo Voo vV, e Vﬁ.

Num espago (V) que satisfas ao axioma - Vy pede-se ddfinir um espago-. -
adessivel ocomo um espago (V) onde os pontos limites L, dos sub-conp i« ;
juntos do espage sarisfazem &s seguintes condigles: - : e

Ays A operagBo de derivag3o § distributiva em relaglo 4: adigio de oon-

dunted; .40 §

D(A4B) =D(a)+ D(B)
ou
(a48)= a’+B’

A - Um conjunto formado por um némero iinito de pontos ni3o pode ter
v nenhum ponto fimiwm fomc @

;}3- Todo o conjunto derivado & fechado,isto &:
ou - D D (a) C D(a)
(a/ )rC i’

A reofpr?ca é verdadeira, Se num espago topoldgico a operagBo de derie

vagdo verifica os axiomas Ay » AL ® A LB & um espago(V) acessivel,
Basta para isso defenir V(a) eomo um eonjunte aberto arovitririo contene
do a.

Nos espugos acecseiveis uma epcessfio de pontos 8,8, ;8¢ 0que tende pa-

ra um limite g, pode tender ao mesmo tempo para outro limite b + a,

mas esta eirounsténcia §& nfio se verifica num espago de Hugederf{ smisse

dmme (espago (V) em que s3o verificados os axiomas V,, V,, V,e V:J
Existem ainda outras ecategoriaes de €8pagzos comoe- se€jam 0s espagos regula-
res e normais de Ale)xandroff e espagos completamente normais,

V8r sobre este assunto Frechet,[l] Pag.204, e o magnf{fico resume des estu

dos feitos no semindrio de ioscou no ano 1924-25 de Tychonoff e Vede-

nissoff [1], disefpulos de Alexandroff, . U R TE 0
. .
8-_Lepacos L - Um cenjunto E § um espago L(Freclet) quando se fas corres-

ponder a certas sucessBes de elementos de E

Q_L. E-L’...a\- Jees
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( & que deremes o nome de aucmualien couversentan)ws elemento a -lim o

de x2X tal maneira que sejamverificadas as seguin.es condigGes:
L,) qualquer que seja a susessfo dmiraida da sucusslie dada ela convergs

para Be
Lz} Se os elementos da: susessio dada s¥o todos iguais a 3, « susesalle

convergs para g.
8ec . £8r ainda verificado o exiomu:

1 -3¢ ums sucessTio nfe converge: puru &, ¢la contém umg sucesadio par-
gial de gual § lmooseivel extralr ums gucesafic ognveriente Onre §
(Alexandreff e Urysnen),

Diremos que se trata de um espage 1” (netaglio de Kuratowski)(1]1pag.76
Dizese que f(x) 6 uma fungBo econtinus num espago L* se

}‘i:, x_ =x implica u-_'r(x,_ )= £(x)

£ olaro que suplmos que ¢ sontra-dominio de ;(::} é us espage L.

Todo o espago L § evidentements um espago topoldgico, mas nke & mece-
lmiﬂe:itc um espa;o :»do Hausdorff,

Todo © espage de um.dorryi porém ux espa;o L* se admitirmos qus e
ponte 4 & limite de sucessle a, quando & cuds visinkn;a V/[a) eexres-
pende um indice N tal que

 a_c Via) pure ~>#

rParas as pnprifideu d8stes espagos veja-se o livre de Préchet J& eitade
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§ ¢ - Topologia dos conjuntos abstractos

® = Limite do uma SUCeSIR0 do conjuntos,

- Seja E um eonjunto absbraoto qualquer e /éo conjuntos dos
seus sube-sonjuntos, Ja mostramos que & possivel definir uma Al-
gebra em é » Vamos agora ver que é é um espago topoldglieo,
mafs precisamente Aa é um espago L .

Seja: Ay o Ay coey A,y ooo

uma sucessao qualquer de conjuntos,

Da-se o nome de malor dos limites ( de la Vallée Poussim ) ou

limite superior ( Hausdorff ) da sucessi@o A, ao conjunto

formado pelos elementos que pertencem a uma infinidade de =imm
mamimx conjuntos da sucessio dada, conjunto que representares

mos pela notagao sy

An

s o
Da-se 0 nome de menor dos limites ou limite inferior da sucese

s3o A, ao econjunte formado pelos elementos que pertencem a to-

™
dos os conjuntos da sucessBo dada, salvo quando ®uito a um ni-
mero finito déles, econjunto que representaremos pela notagdo:
‘&& An
Faat 1
Bm face destas definigles vé-se imediatamente quet
12) Qualquer que seja a sucessio dada A, , © seu limi.’
te superior e o seu limite inferior sao econjuntos
bem determinades,

2¢) Se A, : A qualquer que seja n , sera

A EA»\: %{g",&“
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32) Se A, £or uma sucess@o parcial extraida da suces-

s8o dada &

4;: ﬂ;'CQ’“‘“"Au

&= 0O An B OO
bt A D f= AL

4°) B sempre verificada a condigao
W_:u-ﬂl‘ A~
Diremos que uma sucessso de conjuntos A, tende para um limite

A P s At«: ﬁ Ah.

Wz LA =ad

e que sera representado pela notagso

b AL

Nestas econdicles s@o verificadas as seguintes propriedades:
I"A -Se Al-_far}h.ma sucessio parcial extraida da sucessio dada Al_ »
que por hipdtese tende para um limite, ent3o seras
Lim A~ 1im A,
15_- Se A,= A, qualquer gue seja n , entdo
1im A=A
h=oD L
Podemos portanto afirmar que /Z é um espago L , A nogao de
limite superior e de limite inferior n&o transformam %
num espage L porque a condigao Ld_niio é verificada eomo aca-

bamos de ver,

Equival@ncia e homeomorfia.

Como ’?ﬂ é um espago topoldgleco & possivel definir homeomerfia
/
entre déis espagos ’Z a ’g assoclados a E e E', e tipo de

dimensso de um espago 'io o
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v /y""
Suponhamos que E e E' sio equivalentes

L-]'-.-f { R ) B= -4 B )“_\ entao é -] ?/tmb‘n 0 8803

£ curioso observar que a correspondéncia biunfvoca que existse

/
entre ¥ e %/ 4 una homeomorfia quando se consideram ¥ w867

como espagos topoldgicos, sendo a topologia definida por

lim A,

m = 0%
visto que se f & uma equivalénoia e se

A s b,
sera

e o2

Parece-nos que esta observagio tem a sua importincias, ¢ que
ela nos explica a razio pela qual a nogao de limite de uma sue
cessdo de conjuntos desempenha um papel importante na teoria
dos conjuntos abstractos.
As razSes atras indicadas justificam a preferéncia que se da
& nogao de limite e nio &s nogdes de limite superior e de limi-
te inferior, mas existem outras raszdes que 86 poder@o ser indi-

cadas no capitulo seguinte consagrado & Analise Geral,
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§ 5 « Espacos distaneciados

11 - Nogio de Aisténcia, Diremos que um espago E & distanciado rela=

12 -

tivamente a @ma dada relagao de igualdade definida em E, quando
a oada par ordenado ( 5_) yJ ) de elementos de E se faz correse
ponder um nimero real qua representaremos pela notagao 4 ( x} y)
-a que daremos o nome de Adist@ncia de x a § = que verifique os

seguintes axiomas:

D « Axioma de igualdade, x=x' implica 4 (x. y)=4 (x'y)

o
1

L d (z, ¥)2> o quals—quer que sejam x e y de E

=
[}

) 4 (x,y)ee seesdsex=y

D = Axioma de simetria, 4 (x) y) 4 (y x) quaisquer que
sejam x e y de E.
D,. = Axioma da desigualdade triangular,

dlr,y) < dle,2)+d(2,))

quaisquer que sejam X e y ¢ 3 de E,

Esta nogao & devida a M, Frechet Ll, pPgs. Sﬁj e desempenha um
papel de primeira importéncia na analise moderna, A designacio

de espago distanciado fol fmpoﬂ_u por Bouligand, que abreviare-

mos utilizando, como Frechet, a expressgo "upa.qo ( D ). Hausdorf
n

d% a um espago ( D ) o nome de espago métrico.

Axiometi&a de Lindenbaum, O0s 5 axiomas anteriores que caracte=-

rizam a nogio de distincla sio equivalentes aos dois axiomas see
guintes LLindonbaum - 1, pgs, 211]

D, - 4 (x,y)=0 equivele x =z ¥y

D, = Desigualdaede triangular

Ale,y) € A, 2)+dDe )
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£ evidente que os axiomas D¥ sio uma consequéncia dos axiomas
D . Vamos agora demonstrar que os axiomas D sio uma consequén-
oia dos axiomas D' ; Para isso substituindo na desigualdade
preceffente y per x , vem

a4 (x,x) < d(x,z)+ 4 (x,2)

c< 23 4 (x,2z)

donde

[L(x , 2) 2° (axioma D, )
Substituindo agore, na desiguasldade D: s Z por X vem:

d(x,y)< d(x,x)+ a(y, x)

ou
(1) a(x,y) < a(y,x
Consideremos g’iguddgde andloga a 6;
d(y,x)s a(y, =) + 4 (x,2)
Substituindoépor X vem

(2) ¢ (y,x) < al(y, x
As desigusldalies (1) e (2) mostram que
(3) d(x)y)=d(y)x) (axiomal?‘)

Pinakmente o axioma D:f e a igualdade (3) mostram que 0 axiema
D,. & também verificade.
Resta-nos finalmente demonstrar D,, Seja entio x = x'
d(x,y) < 4 (x, x) + 4 (z'J y)
ou, em virtude de D;k
(4) a(x,y) < 4 (x' y)
Do mesmo modo se vé que |

d(:'} y) < a(x', x) + 4 (x, y)
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(8) a(x'.v) g 4 (2.

Das desigualdades (4) e (5) resulta
d(x,y) = d(x', y) c. q. d.

Observacio: Todo o eonjunto abstracto é um espago ( D) se
se define a distancia entre dois dos seus elementos x e y Go=
me sendo igual a / se x7#y e igual = zirobu x = y. Pelo
contrario em todos os espagos ( D ) que desempenham um papel
importante na Analise Moderna e disténcia d (x, y) toma um
conjunto de valores denso no intervalo (o, +°9)

Espagcos nao distanciados, A nogao de igualdade desempenha um

papel importante na definigio de dist@ncia com a qual estd
intimamente relacionada =« & o que acontece por exemplo no
axioma D’: de Lindenbaum, N2o admira portanto que existem ese-
pagos nio distanciados em relagic a uma nogdo de igualdade
que possam ser eonsideradad como espagos distanciados quando
se medifica convenientemente a noqio de igualdade, RBo que
acontece sempre que se pode fazer corresponder a cada par or=-
densdo (x,y) de elementos de E num nimero real d (x, )
satisfazendo &s seguintes condigdes:

18) a (x' yX)=e

20) a(x,y)<d(x,2)+4(y,2) -
Nestas oondigdes 4 (x =0 nso implica que X =y . Se~
Ja xo € E e X, 0 conjunto dos elementos x € E tals que:

6/(@.:!) .

a_que daremes o nome de classe gerada por X,

- < - i WE
(1) Para um espago nestas condigSes sio verificadas ainda iutus.

as propriedades D,) 4 (x, y)20, D)) 4 (x, y)=4 (y, x)
D,) 8¢ m=x' o y-y' a4 (x,y) =4d (x', y')
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Nestas condig3es vamos demonstrar o seguinte

LemaI. 8 x' & X o x! € X sora d (x!, xM)=o

Com efeito
a(x), x1)< da(x!, x,)+4d (x}% x)
e portanto
a(x!, x¥ )<o
logo

4 § (I; o I: )=0 @, q.do
Nestas condig3es se x! pewtence & classe X, gcraﬁa por x, ,
todo o elemento de X  pertence ainda & clesse gerada por x! .

Lema IXI . Se duaselasses X, e X, tém um elemento comum es-

sas duas coincidem, Seja o um elemento comum a X,6 e X

ent30 sera

!

a(x,, &) = & (x,,e)
-
4 (x

e 2

x) £ ‘4 (x,,«) + 4 (x,,)

\

logo
4 {a -

isto & x, vpertence i classe X, e X, pertence & classe X, .

X') =0

Vamos agora mostrar que todo o elemento da classe X, pertence
& classe X, . Seja /5 um elemento qualquer da classe X, cemo
x, persénce também & classe X, podemos afirmar, em virtude do

lema I, que 4 (x, ,/3) isto 5,/’, pertence & classe X, .

F
Do mesmo modo se demonstra que todo o ponto de X_, pertence
& classe X, o, q. d.

Corolario, Se d (x, , x;)% o , a distincia de um pento guale

quer &, da classe X, a um ponto qualquer o da classe X,é

também Aiferente de zéro, com efeito se assim nao f3sse seria

a4 (&, ,d,)=0 e portanto O, pertencesaa classe gerada por & ,

ri 5
iste &, ot,pertenuo“ % classe X e entio X o I.J seriam
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1dénticos, e portanto & ( x, , x, )0 ,0 que é impossivel por
hipdtese,

Lema III, Se =4 (x, " 5)_;}_0 qun.!’guor que sejam 0s pone

tesolp € X, © of, € X, &
a(x,, x,)= o (x, , )

com efeito
a(w«,,x,) ¢ a(o,z)+a(x,, x]
como
d(o,;x)=0

(1 | 4(c,x,) £ alx,, x,) |

Por outro lado

a (x‘ , X)) < da(x,,0,) + A (x,, o)

e portanto

(2) d(x,,z,)sd(x,,m)}
ve (1) e (2) resulta:

() [ atx,,x) = &« , .-pj

Finalmentecle :

a (¢, ,o,)g 4 (x,,2) 4+ 4(d,,x)

tira-se

(4) a (o, 0) “‘D(u“’ﬂ
e de -

a(o,,x,) € 4 (X ,o) + 4 (x, o)
tira-se

(6) [ d(,x) ¢ a(%,%) ]

Pinalmente de (3), (4) e (5) resulta
Ld (K ,04)) = A (x,, x,) |c. s 4,

Podemos agora definir em E uma nova relagao de iguaeldade,
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e
a que daremos o nome de .equivaléncia, da seguinte maneira:
Definigfe. Diremos que dois elementos x e y de E sio
equivalentes e escreveremos x~y  lela-se x equiva-
lente a 7 se
a4 (x, y)=o

Em virtude dos lemas pr:ocedentcs é evidente que

. I - X~X .

I, - 8¢ x~y seri y~x

I, = 8 X~y e y~2 8Serda x~3z
Nestas condigdes o espago (E) ser considerado como um espa-
relafivamente .
go distenciadoYem=rmErErlv & relagio de equivaléncia; edm efei-
to, sso verificados os seguintes axiomas

Axzioma D’f 4 (x, y)=0 equivale 8 X~F. Se x~ Yy

é por definigfo 4 (x,y)=e , reciprocamente se 4 (x , T=e
é x~7y ‘

m.nnn‘*l. d(z,y).-sd(x,x)-pd(y,z)

Exemplo, O conjunto E das fungles f (x) de uma variavel
real definidos no intervalo ( ¢,/ ) ecujo médulo & de qua-

drado somavel, isto &, tais que

VAT

formam um espago distaenciasdo, quando se define a distiancia

da (f ,8) de duas fungdes f (x) e g (x) pela condigido

1Y) - [ gl

Mas para 1830 é necessario modificar a definigio vulgar de

1gualdsde de duas fung3es visto ques

(1) /7//e)—;/c//§&¢ e
nao }lplioa que /[Q/ = //re/
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QRuando a condegao (1) /;r remﬁ‘caafd aArremos pee //fe/ e '7/ e/ == f/
§de e ,yz‘yq/cq/ﬁs e escreverestos / Ye) f/c) 4

e

2 clgre que nlste case. - f (- x ) .-e g( x ) — diferem apengs sliore
um gonjunte de-pentes de-intervale  {(o,)) -de medida nula, - -—-
34-<--Um espage (D) ‘§ evidentemente um espage (V) quando se-defi-
nem-ps vizinhangas de um ponte a como sendo o eonjunto de pentes
‘b deo espago oonsiderade que verificam a oondijae

- - - d(a;®) g
(--asfura;:',de centro g e de raio r ).
Entdo - E € um espago de Hausdorff,
Se oonva;oionurmol que

lj.l.'m & = a

significa que
Wssaina g 3 _-3;{':,- d(&,l-,,)ﬁ'
podemos éonsiderar E como um espago - L¥, . -
Os-espajos (D) -gosam de um grande fAumero de propriedades do plane
Buclideane que fiio nos interessa nlste mementegonsidevar. . _ .
A determinaglo das ocondigBes necessirias e suficientes a que-deve-
satisfazer um espago wm—mmgD topelégiee determinade para que-fle-
seja ua sspage (D) -( predlema da metrizagio ) é ums das questSes
mais impertentes da topolegia, - - .- .. . . 3 one e et IS
Entre-os-espages (D ) sdo particularmente. impertantes os chamados-
2%pasee sompletop, iste é, aqueles para os quais se pede afirmar que

m_mus@_n._unmmnt isto’$ que verifica s condigiio -~--

1im - - d- (a” ya, Jzeo ] tende necessariamente pare um-limite . [hto

mEod

é1 existe no espago considerade.um elemento & tal que

lim 4 (a , n):oj

mMma 00
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CAPITULO IV

4 /.

i ostract ge_ Gergl
§4-na0agos algéoricostopoléicos

l-Detinggo,A Anflise Abstracta & un dos capftulos mais recentes da matem
n(tican?derna, visto'que ela se pode considerar ainda em plena formagHo,
Os rai@lfadoa jé obtidos, embors muito numeros®s, resolvem apemas uma
pcque#ﬁ Dareéé dos provlemas rundamentais da Anzlise Abstracta,
Pa;q?fodermos definir o oojectivo da Analise Abstructa, ou andlise G-rql
la_{erminalogia do seu fundador o professor e Frechet, necessitamos de

1ntrodu:z.lir um certo nfimero de nogzdes o que passamos a fazer,

D:lrel';loa que_o conjunto abstracto L é un _espazo glgépr;gg-iopgléngg guan-
do T f8r simultineamente um espaco glgggrigo e um espago ggnglﬂgigg. is~

te & Quando forem definidas em & uma Glgeoraf e uma topologias ,
Pera qwe indicarmos que & & um €8pag0 algdbride-topol8gico usaremos a ne-
tagdo: '

oy, o )
Trata-se portanto de ums nog8o extremamente geral, que pode dar origem
a um conjunto numeroso de espagos algébrico-tOpoldgicoa rarticulares que
se 0otem especificando a natureza deZfe & .
Tal e qual como acontece na Algebra Abstracta e na Topdogia tratande-
8¢ de uma nogio extremamente geral é natural . que urn éspaco nestas condis.
¢8es nfo gose de Proprieduades muito pumerosss, e nestas condig8¥es seremos
levados em breve a particularisar a ilgeora’a e u topologia Z de modo a -
obtermos os espagos algébrico-topolégicos mais importantes nas aplicagles
Notemos por outro lado que a definigBo que zcabamos de ddr nZo estabele-
6¢ nenhuma relagfio entre 9&0 G- » oTe acontece Precisamente que na Anf-

lise @1éssica os espacgos mals importantes sZo Sempre espagos em que exies
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s
te uma correlagio entre a algebra ¢ a topologia do espago considerados

Ea todo o caso a noglio que acabamos de dar de espaco algébrieg-topolé-

gico, pefnite-nol definir com todo o rigor qual & o objectivo da Ana-
lise geral,

2-Iofo-isomorfigmo. Dados dois espagos algébrico—topolégicos B (Z¢ &)
¢ ' (2,2') diremos que 8les sio topo-jsomorfos quando existir uma

correspondéncia bionivoa7hntref§b1l conjuntos E e E’quo se)a simultd-
neamente um isémorfismo entre E (77) e E’(zti ¢ uma homeormorfia entre
Extew E (C) e E' (3') . Para indicar 8ste facto escreveremes:

El, )= &' ('7)
£ claro que a relagiso de tope-isomorfisme go¥a de todas as propriedades
da relagé@o de igualdade.
£ oonveniente notarmos quo'if e Zt’&cvom conter o mesmo niimere de opera-
gBes algébricas.
3 - Qbjective da Andlige Geral. A Andlise geral estuda as propriedades
des espagos algébrico-topol8gicos que se mantdm invariantes quande se
Passa de un espago algébrico-topolégieo para outro que lhe -o;nﬁ%ihnor-
fo,
Nestas condigBes podemos dizer que as nogles e as propriedades de que se
ocupa a Analise Geral sdo aquelas que se podem enunciar recorrende ape-
nas &s nogdes primitivas da Algeora e da Topologia ( a saber: a - b,

8 €E, c-a0b e ponto de acunulagdo ou conjunto de inclusio etc. ) e

il_igggggs_pggggnig;ong;. dg 18gica formg).

E fdoil de verificar que o nmmmﬂlmﬂw-
Mmmwmwm (& definigio de

multiplicag@io § andloga & que demos para as eqiivaléncias, isomorfismos

¢ homeomorfismos ) « A 8ste 8Trupo da-se o nome de ‘;ylg_ﬁgg_igngglggggg-

fismos, que § simultineamente um EnxEERIunin sub-grupo do grupe dos iso-
morfismos e do grupo dos ho-eomorfilmoa, ® portanto do grupo das equiva-

l8ncias.
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A Andlise Geral apresenta-se portanto como ldgicamente suvordinada &

Algebra Abstrq@i e a Topologia Abstr,@h e portande & teoria dos @on-

jJuntos Abstractos .

b4 oviden%a que entre as propriedades de E invariantes por topo-isomors

fisme figurnm certamente t8das as propriedades algébricas de E e tO-

das as propriedades topolégicas de E. Parece portanto & primeira vista

que a Andlise Abstracta se limitaria a estudar isoladamente o espago E

quer como espago algébrico quer como espago topolégico. Na realida de

nio é assim porque existem nogBes que mio podem ser rormuiadaa isola-

& mente na flgebra Abstracta ou na Topologia Abstracta, que sé tém sen-

tido num espago algébrico-topolégico.

Daremos 0 nome de gnalfticags a t8das as nog¥es que estiverem nestas

condig3es; e sio elas que devem ser consideradas como as nogles de

que se ocupa verdadeiramente a Andlise Abstracta.

Uma proposigio serd considerada como uma proposigiio de Analise Abstrac-

ta qx’ﬂ"do no deu enunciado figums necessariamente uma nogZo analf{tica,

4 - Dimensfo algébrica de um espsgo. Vamos agora introduszir a nogio de

dimens#io algébrica de um espago algébrico-topolégico.

Defin L)

I - Diremos que dois espagos algébricoetopolégicos A e B tém a mesms
imens brie - - -

e e entre 8 b-con to _de A.

Entio es#Teveremos: do. (A )= 4a, (B)
I1 6 Diremos que a dimens#io algébrica de um espago A & inferior h di-

conjunto de A . Entdo escreveremos:
d, (Aa)< a, (B)

mensio algébrica de B se f8r:
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da (B ) < -d, (A ) eewtrd cemvtrtnn de(A)>d, (B) ¢
IV - Diremos que as dimensdes algébricas do ; 880.incom-
pardvels, se ndo existir nenhum topo-isomorfisme entre B ¢ um gub-con-
dunto de B, nem entre B e um gub-gonjunto de A.

Se dois espagos A ¢ B tém a mesma diusensZo algébrica, 8sses dois espa-
gos t8m necessariamente a mesma pot!ncif’o mesmo tipo algébrico e o mes-
mo tipo de dimens@o & Fréchet,

Se dois espagos sdo topo-isomorfos 8les t8m necessariamente a mesma di-
mens@o algébrica, mas a rtefproca desta proposigdo nio deve ser verdadei-
Ta.

Como exemplo de doig espagos com a mesma dimens@o algébrica, podono-\in-
dicar o eonjunto dos nfimeros complexos € o conjuntos dos vectores de um
pPlano que tém por origem um ponto fixo O, quando nésses conjuntos se

dio as definig¥es habituais de adig@io e limite de uma sgcessko de nimere
res ou de vectorsd. A dimensfo algébrioca. de 0orpo dos numeros reais &
inferior & dimens%c algébriem do 00orpo dos nuueros complexos,

A Telagdo de igualdade e desigualdade entre dimens3es algbricas ge-

sa de todas as proprieﬁdes que indicaremos no ne 13 do u.pftulo 1, para
© 0aso da neg#o de potdncia de um conjunto.

Mais adiante indicaremos para certas categorias de grupos abelianos tepo.-
AL suludiunm arnal ae Tcontrua de

16gicos um teoremayde Cantor-Bernstein na Algebra ¢ a0 teorema de By
I'I_I’Ch' na Tapulosl.a... g el T 3 M A FE— < o e iy i e . | oas

Diflibi'o'néme"Iiijiiitiiﬂ&ilikiiliiiiiaﬁl‘iiiiiliiiilil “de 'propriedg-

des al rico-dimensionsgis s propriedades que se-mantdm invariantes

 passa -de-um espaye-para outro-de dimensdes algéordca- igual--

ehdnrcmo?lo nome-de-propeiedddes-- iggo-;|ggg;fnl~nquolas~qao ee-mantdn
7

&nvarianﬁou—quando 8e passa de um espago para outro que seja topo-iso=
| ]

morfo ao primeiro.
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§ 2- Espages Anal{ticos i

5- Definicfo. Na definigBo que demos de um espago algébrico-tppelé-
gico E (ﬁ, Z ) nBo estabelecemes nehuma relagiio entre a flgebra
e a topologia do espago E,

Suponhamos que em E é definida numa finica operagfio, por exemplo uma
multiplicagBo e que sob o ponto d9’vista to;)ol6sioo E &6 um espago (v).

A cada par demsbewmswiee § a,v) de elementos de E a operagid eonsidera~
da faz corresponder um outro elemente de E, ¢ =a b, ﬁ’define portante
em todo o espago E uma fung§o ¢ =f(a,b) «  ~ de dﬁa: variiveis oujo
econtra~-domgnie estd centido em E,
Diremos que E (77, 2 ) ' um espago analftico se f£(a,b) & uma fung@o
cont{nua do ponto (a,b), ‘quainqusr que sejam es pontos g e b de E,
Sejam A ¢ B dois sub-conjunios de E, representaremos pela notaglo A B
o oonjunte. de todeos os predutos de um elemente de A por um elemento de
B)u B se reduz a um finico elemento b o mesmo conjunto serd represen-
tado pela notag8o A-b. Se f8r A=V(a) e B:V(b) por8mos A B=V(a) V§b),
Nestas condigBes para que E seja um espago analftico € necesasdrio e
suficiente que dada uma vizinhanga qualquer V(c) de o =f(a,b)=a b
existen duss vizinhangas 1iilf(l) e V(b) tais que

V(a) V(v) C V(o)
Fica assim estabelecida mmmx uma oonnex%o entre a {lgebra e a topolo-
gia de E,
Vames agora indicar algumas
G-mem.sqnmn sub-espago dagébrice de

E, A’ o seu conjunto derivado e A = Av 4’
Teoremail-Se A £ um sub-espago algébrico de E A=A+A serd ainda um.

sub-espago algébrico de E. Temos que pProvar que se acA @ bc A serd

ab (-;G
19 _cgso,suponhamos que a €A ¢ b¢ A entéo & DA por hipbtese, e pore-.t

tanto a & A,
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2% 0p89. Suponhamos que a A, PEA' e b# A.
Vames mostrar que a b é um elemento de A ; basta para isso provar. gue
ab £A'. Seja dada uma vizinhanga qualquer V ( a b ); por hipbtese
existemV (a) e V ( b ) tais ques
' V(a) V() v(abp)
em particular
a V(v)C V(abd)
Ora qua.l!ur que seja V ( b )
G V() B:[V(b)AA]* O
visto que b é um ponto de acumulagio de A. Note-se que B é um sub-con-
junto de A e o mesmo acontece a
aBCa . V(D)
Portante
aBCV(abp)
isto é: qualquer vizinhanga de g b cont8m pontos de A e portante
ad € A ¢, qo d. . Db mesmo modo se mostirava que se ac-‘rA',
a £AeD EA 1 ab EA' e portanto a A
38 ca80. Suponhamos finalmente que a € A', D EA', a £Aed /é A, Mos-
tremos que a b <= A' .
Dada & vizinhanga V ( a b ) existem V (a ) e V ( b ) tais que
Y{aledot-2 )} C_ ¥ (&aD)

sejam B,=V(a)AaAzo
&“" B,V (bD)AA %0
Serd B, BER .
e P8 @Y (a)d ¥yl CYlab)

isto &3 qualquer vizinhanga de a b contém pontos de A; logo a b & A
e portanto a b € A . Podemes mesmo afirmar em face da demonstragio

anterior que @ .

Corolério + Se A é um gub-espace ulzébrice de um espage snalftice E,
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NBo poderemos em regra afirmar que O 68pago A= A4 A' seja um conjun-
to topoldgicamente fechado a N&E0 ser que E seja, pOY exemplo, um espa-
4o asessivel ou um espago de Hauscdborff, relativamente h famflia de vix .
sinhangas que definem a topologia em E; quando assim £O0r o conjunte A
gosa das seguintes propriedades:
10) A & algebricamente fechado, isto %3 o produto de dois
elementos @e A & ainda um elemento de T._
<0) ab t.opol_bzicmnt.a fechado, isto &é: os pontos limites
de A sio ainda pontos de & s -
Para exprimir Sste facto diremos que A & & variedade fecheda gerada
pelo sub-espage algéorico A . Uma yariedade feghads é portanto um
sub-espago algéorico que & topoldgicamente fechado. S@o Bstes os subd-
-conjuntos que mais interessam, no e¢studo dum espajo anal{tioco.
7 - Algabrissolio das variedade:s fechadas.
£ possivel ooter uma algevrisa;30 das variedades fechadas eontidas
num espayo analitico E , da seguinte maneira:
Dadas duas variedades techadas A e B dé-se o nome de intersep;iio das

duas variedades ao sonjunto A A B,

£ evidente vieto que 19} A/\ 3 & un sub-espa;o algéorico de E . 29) AAB
6 fechado visto que a intersep;fo de dois oconjuntos fschados é ainda

um eonjunto fechado.

A intersepgiio de variedades fechadas, sendo definida como & interseg;lko
de dois conjuntos, goga portanto de todas as propriedades da intersep-
¢Bo de conjuntos.

Dé~se 0 nome de Yariedade fechgds gerada por um conjunto A de elementos
de E b interseg;io F de todas as variedades fechadas que contda A , po-
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demos chamar=-lhe a menor das variedades fechadas que contim_&; Ko

caso em que A e um sub-espago algébrico de E nem sempre se pode a-
firmar que F: E +E'} podemos indicar como exemplo o conjunto A
das fung3es continuas; ndste caso P e o conjunto de t3das as fungdes
de Baire, ( Note-se que A é um grupo abeliano e que P & um espago
a@ ). Porém se E é um espago de Hatisdorff F . E4 E',

0 produto A B de duas variedades fechadas A e B niEo ¢ em geral

uma variedade fechada, e seria esta a algebrizagao mails importante.

Mais adiante indicaremos para s grupos abelianog uma aigobri.zaqio

conveniente das variedades fechadas,

Em tddo o caso nés podemos demonstrar que

A' B C(aB)?

Com efeito sejam a e D dois pontos limites que pertencem respecti-

vamente a A' e B',

Ent80 quaisquer que sejam V ( a) e V ( b ) sera
A,=V(a)AAr=-(a)#0O
BA:V(bD)ABe(b) 0

Consideremos o elemento a b e uma vizinhanga qualquer V ( ab) ;

entao existem V ( a ) e V ( b ) tals que:

V(a) v(d)C Vv(ab)

por outro lado:
A, Ca A, CY (L s)
B, CB B,Cv(v)

logo
A, B, CAB .

OAB C Vv(a)Vv(bv) CV(abd)
¢ portanto existem pontos de A B em qualquer vizinhanga V ( a b ),

c., Q¢ d.
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Em geral ndo se verifica a condigdo
A" B'= ( A B
1sto é: a derivagdo ndo é destributiva em relagio & multiplicagdo
de conjuntos, Nos casos em que esta eircunstancia se der & de ese

perar que apare¢am simplificagdes importantes,
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83=_Grupos epolézicos.

B-Mo um grupo G f8r um espago(V) diremos que € € um grupe
topolégico se f8rem verificados os seguintes dondigBes:

u - 6—0 ! ua espaco de Hausdong.

G-g u_nl_lmls_unﬁ_n_dusnu_tmlqunquer que sejam aed.
0, -_a_é una funcle cent{nua de a.

Estas ;ru eondigles podem resumir-se nas seguintes:

n
orff,

G -8 gungio f( 2 Is 84b & g0 g;fgup

Eon cf;ito para b=¢ serfs f(a)= o uma fungio cont{nua e pertante

g, 4 vsrificado.
Seja A um -ub-conjunto qualquer de G, representemos por A"' ® conjunw

to dos elementos a~*onde a CAoPare que G, e G, sejam verificadas &
necessario e suficiente que sejam n.tinfeital as condig¥es:

H - Dada a viszinhanga V(a b) existem duas visinhangas V(a) e V(b)
tais que

V(a) V(b) CV(aD)
H - i Via?) exist -

V(a)‘C v(a
4 condigle H, exprime que G €& um espago analftico,
Vame-nes ecupasr nésie pardgrafo c'xclusivmanta dos grupos abelia-
hes, mas alguns dos mesultados que vamos ebter estendem-se sem di-
fiouldade: mes grupos nSo abelianes,

?-Wmmcmn vames tratar de grupos abelianos

stEputaremExxx adeptaremos a notagBo aditiva (a4+b) para represene
tpr & eperagiio do grupe. Suponhamos entgo que G § um grupo abeliane

tepeldgico , o que G § fechade,
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Para um grupo aveliano as condigdes ch H, tomam a forma:

H,- Dada & visimhanga V{a+b) existem duas tizinﬂjm,aa V(a) e V(b) tals

que

V(a)+ V(o) C Véatp)
N - Dada a viminhanga V(-aj existe V(a) tal que
- Y(a) C Vi(sa)

A
m_?ﬁge_e__f !dal.Diremo- G € uma vanssesbmds fecnada de G se G fdr
um grupo fechado,

Teorems 1-Se G, & um gwm-zmum_ﬂh_i € G, 0 conjunto Tye G 3 U,_;._.Lm_n-
riedade fechada. J

Em primeiro loegar 'G:‘ um ‘eonjunto fechado porque G € um espage de
|

l
\

Hausdorff, \
J& mestramos que se a o g_lpl[lo elementos de G,p ¢ b xfka § ainda um
elemento de G, (veja no6), !

Resta-nos mestrar que se AGG é (-a)e G,.

1%gas9. Se g ¢ um clanon(. éo=fxxuxpaxiants de grupo G,(~a) & ainda
um elemente de G, e yor;mto de G o

2% 0ase. Supenhamos qu« a ‘l.ul elemento de ique ngo pertence a G, o

Ent%o,dada uma visinnanga nuulquer Vfa) e conjunto HaV(a) A G, nde §
Ya.lio. (Vcia confinua eao ¢ao na pagina. se;u;n"ﬁ’)

L 7 A

le- uuummw Um grupe abeliane

tepolégico e rcchado G diz-se decomponivel quando dada uma varie~

dade fechada qualguer " GCG existe uma vari,fade fecnada G, tal que
lxnumumxtunm G seja a soma direcas de G,e G, isto & > & tal ques

A 950,@ 8 ou-togaa,.
Diremos entio: quc> 6 & variedade eomplementar de G

1 -
Note-se gue sfo féer:l.ficadal 88 seguintes condigBes

/

7
{
y
4

e L
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Seds ums visinhanga qualquer ds (-s), & saber V(ea) existe uma visie. i
shanga Via) tal que

“V(a)CV(-a)

Como H & um sub-gempunte de V(a),~H 6 um sub-conjunto de -v(a) e pors
tanto '

BV (~a)
: _,_j.c.',wr-fo'
Ors os slementos de ~H sfio elementos de G, ¢ portanto mite de G, ,
lege pertence a 0; e portanto a E’, e G Qo de

Seria agora fdcil de resonheoer que

de slementos de I 3 intersepgBo de todas as variedades fechadas que

mth Ao
A sema A1-3 de duas variedades fechadas nfo § em regra uma nxum
Teshada; podem-se indicar exemplos DO €d)a;0.Ampagh abstracte de Hi*ﬂ

(C"-*‘h""ua ne n? (e da Pagina amf'ewfor‘)
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A¥) G=G+0,
28) GAG, «®
39)Todo © elemento a €G decompBe-se de uma inica maneira sob a formas
1) & = 8,4+ B
onde
a, €68 a, € G,
4¢)Se az1lima, e D= }élﬂ’ b, onde a_ e b, sEo elcuentos w0 per-
tenecentcs rea?ﬁetiVu..aente aGegG, B.ris
a+bd =%‘12 (an-} o, )
Notaeliremos que 0 conjunto ACG '5_ pomu dirccta dus varkedades fecha-
das g & A, B€ '
1e)a=a,+ A,
~@)ANA, =
SB)Todé ) elem;\ato u €G deocoupleuse de uma maneira
Gnica 800 & ioras  w= A +&y
onde By Eh, 8 A €Ay
2 claro gue A & um suv-goupa abelieno de G em urt.udo/lil).
Mas nBc podemos afiraar que A { um conmjunto fechaio, isto 6 .em regra
:-A-t- n'*&. o
Compreende-sc assim a import&ncia das consideragBes seguintes.
SeJa a um elcmento q,uhlx;uer de G > Ciio G e
: (3l 4vasmy
6unsideremve uma uz}l':manga qunlqgcr \'(a);cm elemento de Via) admite

uma decouposi ;o d;;j_'.ffor:na (1).9eja v (a) o conjunto das a, e V,( &) @

conjunto dos Pye

Diremos que o sr/\m& ¢ & pgrfeitamente dccomponivel quando:

mo.m_a_mmm

G= 6,00, e 4440 um elemento g qual-
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‘:gl+ l.’- a,.ie U£ (1=l,1.)

e duas yisinhangas quaisquer V(a,) eV (nl)czi-to uma vizinhanga
V(a) tal que

v, (a)CV(a)

Vz_(l)CV ('.l!

nestas cendigiss vames demensimar e seguintes
Teerems 3- Se G § perAfitamente decomponivel; qualquer que seja a de-

cempesigle G -G, DG, a eperagle de derivagle de cenjunto § distridbutiva

em relagfio & adigfe dos sub-conjuntos que pertencem respectivamente

aG oG, , iste € se:

Ad_C_Gﬂ L) ‘.L(Ge.
serd

| (as4)" = &+ AT\
J& mestrimes, ne n® 7, ques

F .
Ara ((a,+ é.)’

Resta~nos mostzaz pertante gque
, (a,+ &) C aAj+4,
Seja a um pente limite de A, A, , entlg dada V(a) e conjunte
B=V(a) A (A, + A,)
nke ¢ vazie, gqualquer que seja V(a).Seja a- a4 a,
Dadas as vizinhangas V(a,) e \"(.3_) existe uma vizinhanga V(a) tal ques

vg,_ (a) € V(l.{)
V() CV (a)

Seja b um elemente qualquer de B e b: b,+b,;e conjugte B, dos elememtes
'bd .o cenjunto B, des elementes b, n&o slie vazkos e

B,CV,(a)

B, C V,(a)
Iste signifioca que em qualquer visinhanga de a, existem pontos de A, @

portante a, § pente limite de A, ; do mesme modo se v8 que a, § pente
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limite de A,
Nestas condigBes
)
aAé.A,L
8, €A

logh y
-2, + ‘16“'; + AI.L. G, Qo d,

Pedemes mesmo afirmar ques
goreléirio. Se G § perfeitamente decomponivel ; e hda uma decomposiglie

qualquer GG, © G, se uma sucessiio de elementos I.Lm tende: para § e

Ae puzermes
>, ) 6
a = ‘A L ‘L

enifio pedemos afirmar ques

é)
&, T 4
4 ; @)
= eo.,v— a
az.. A 2D 2

Daremos daqui por diante o nome de variedades fechadas aos sub-zEmjux

~grupos de G que s@o tepolégicamente fechados
Dados duas varieades fechadas G'e G :ontidol em G, diremos que elas

estio em relagfio de soms djreota, se existe uma decompesigBo de G,
G = G20
e’ Cay,
"
¢”"Ce,
EntSe H= G'+ @' & uma variedade fechada de G podemos escrever

dat s

B =¢@®¢g”
iste &:

7
Teerema 4- Se duas variedades fechadas G/o G estle em relagio de soma

directa existe mma variedade feohada H que & a sema directa de G'e G.y

Este teerema & uma consequineia dos resultados anteriores

n.nm#‘zruu que dois conjuntes A ¢ B esto em relaglie de soma directa
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quande existir uma decompesiqBe de G
G = Gl@ GL
tal ques
A CG
BLG 2
Entie pedemos enunciar o seguinte 3

Teorema 5.,5e deis conjuntos A e B estde em zeznXtais relacBe de sema
vamente DPOY

ae 8 esife em relaofio de soms direcihs

Ruultad; que § evidentemsmés se atendermes a que &s menores variexiax
dades fechadas geradas por A ¢ B estSo respectivamente contidas em

G e Gao estZo pertanto em relaglio de soma directa.

Se A £8r um sub-grupe de G representaremes per «.m‘) a mener varimmis
edade fechada gerada per A, § olare que ne nesse caso oemo G § um es-

page de Hausderff, seré:
“'r(a) s e g

Teerema 6= Se dois sub-grupes A ¢ B de G estfo em relagfe de sema

direots serf
,‘« “(FA—LB) WFA) @“(f—n)

Em prmire legar c'VN(A) c"(“B) estfe em relaglie de sema direota em

virtude do tebrema 5,
Existe portanto uma varieddde feohada H tal que
1-Twe e
Resta-nes poertanto mestrar que
n:%‘w)
%8
S((a4B)= (ATB)a(a$3)+ (a+B)
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ora em virtude de teerema 3 oo q
e (a+B)= AiB
e pertante
(1) ~——§ Y (a48)= (a+B) -i_-(a'+bi

Por eoutre lado
o i
Y (8) =B 4B’

1= @V 8) = (aral ) HIB+B) - -

e portanto H € formade Pelo conjuhée des elementes, que pertencem as

A+B
A+’
A+B’
“on A+
‘Loge
32)

roes so votm  <HalAB) 4 (‘!.4'.31“_(* ';'-d‘)‘f"&";”’l
Cemparande (1) e(2) v8ese imediatamente ques
LRI j[fu..n.)(n N
Para prevarmos o teerema resta-nos mostzar que ou elementos de (unﬁ
(A*B) 880 ainda elementos de (A+B) eu- {A—c-BJ. e e
12)Mostremos que os elementos de (A+B‘S 8@b elementos de $AIB) ou de
o (*.'.;._3',) 2] s oL T
Cem efeite, seja acA e be B entso a4b é ua elemento (L-LB’).

Por outre lade

ol («) (o)
e b=.1
4}:10 b ende b ¢ B

lege

a¥b=1im (as1?)
U=o0
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Ora

(a41”) € a5 B )
¢ entlio a+b § limite de uma sucessfo de elemento de A+B e portante:

a+b€(a$B)= (4'1B)
De mesmo modo se mostrava que os elementos ymsx de (AXB) ske elementes
de (d+8),
Aeabamos portanto de mostrar que
’ . s i
H=(A3B)+ (A +B)
e pertanto o,q. d. ques

/(a) :\-%B) = '1/(1 +B)

Resultade que se pode esorever seb a forma:

(A-;-B): A+B
Resultede que & vilide para es sub-grupos de G que est3o em relaglie de =
soma direota, Note-se que a hipétese de que G § um grupo perfeitamente
decompenivel intervém efectivamente na demenstrage ddste teerema,
Existe portante uma cosnexdio entre a relaglie dotkcrnoture, ¢ a relagle
de soma directa anfloga’a relaglie da tepologia abstraotas

(A+3)=2+3

que desempenha um papel tZe importante em tepolegia abstraota, veja
Kuratewski [1] pag, 15 e seguintes,
Cencebe-se ;llil que a nogB0 de grupo abeliane topelégice perfeitamente

decempenive dlise abstracta um papel importante,
wymumwwm
. - .
A-APA,
e a k) .
2323_44 ¢ B , bem c.-o_jL:;EL!Fo_topo-{;elo;tol)ontﬂo AeB slo wizata

lepo-isomorfes,
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yre
Com efeite sejam
B :%(a)
Qf:%’(jz)
deis toyﬁéilulorltl-Os.SQJn
B azare,
ende
a€A , a € A, » a,c A

e 4
Censideremos a transformagfio definida em A

P (= ¢ (a) + Fla)=d=v,

ende
‘Z = "P (.2) (.—Ba
E fécil de vér que _g;(:) transforma A em B ¢ que existe a transfore
maglo inversa
| = | -J

Pwr=¢ )£ ¢,
Recenhece-se imediatamente que §§(a) é um isemerfisme,
Demenatraremos agera que éﬁ(a) ¢ uma transformagdo continua de A em
B, Para issed um ponte qualquer de B e V(b) uma vizinhanga qualquer de
de b, Consideremos a decemposigoe

b«‘-‘-b“ -ng’

Per hipétese existem duas vizinhangas V(b ) e V(b ) tais que
3 Vib)+V(6) CV()

Sepac V(v )=B AV ()

Y(v,) =B A V(b,)

Serd ainda
v (0,)4 9, (5,) C véh)
Seja
2 ::%;ﬁb)
a= ‘.“”.z
onde
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/{/
%
—
a ) = 'f (q)
8, = P! (v,)

Ceme &0 e Y siie fungBeslicontinuas existem

V,( ;') CA @ VL(-.L)CA,_

'ARACHE RV
$0% ()Y €L 6

Por eutro Iade como A é perfeitamente decompenivel existe V(a) tal que
v, (a)cV (a))
VL(a)CVL(I.z!

O que nos permite reconhecer imediatamente que

§LV’L¢)] V()

isko & queé-l uma fungfio continua de A em B, Do mesmen mode se de-

tais que

=
monstrava gque @ € uma fungBo continua de B em A}

Ieoremg 8Se um grupo abeliane G perfeitamente decomponivel € topo=

(lsemerfe ae gruve abelisne H= $(¢) (onde "€ un tope-isemorriame)
£ R -
i ¢ =06 & ua
serd
H - L, P HQ,
i H = @(G-)
H.L: @' (3‘2')

A demonstragfe & imediata,

Immﬂ_mmuum_mw-.sm G, um sub-grupe 1e

fechade contido em G, ent3o G- G ® % E as veses conveniente substi-
' 11‘1—__._:'12_'? s0’ conlochhau elewectos de .
tulr as familias de vizinhangas des elementos de GI% que ocumsbbtuam
em G , umg familia equivalente’% primeira. Seja V(a) uma vizinhanga

qualquer de Iéﬂ4 ; V(a) contém em Tegra pontos que nfo pertencem a qr .
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Seja Vﬂ)(n}-.-_ G, A V(a)e Seja A um cenjunte qualquer contide em G 3
sedé um ponto de moumulagie de A em relagiio b familia de vizinhan-

gas de V(a), ¥ ainda um ponto de acumulagBe de A em relagfio & femilia
de vi:ini;anqau \('1)(;) e reciprocamente, Diremos que \Eu(u) sfo as vizie
nhangas induzidas em G” » ® que a topologia assim determinada em 11 é
indusida pela primeira,

leerens 9- Teda a variedade feohada 91 de um grupo G perfeitamente

decomponivel ¢ Mmesmpmivey um grupo perfeitam ente decompenivel,

Seja G/ i sub-grupo fechado de G, entBo existe G tal que
¢=-6¢'e ¢’

Cemo G contém @ ‘serés
/ /i
¢= 6D(gA &)
[ It
era G,; G,A G & um sub-grupo feechado de Gt » 1080 exister u:, tal que
t

pertante 64‘ decompestedl,Seja a um elemente qualquer de G_ , serd

1
a=a'+a”
onde
aet o a'eq”
Dadas as vizinhangas via') e v( a") existe uma vizinhanga V(a) tal que
v'(a) Cv(d)
v'(a) Cv(a")
ende V' (») o V”(a) Tepresentam e conjunte des cemponentes de V(a) se-
gundo as variedades G ¢ G,
£ evidente que a’ ¢ q: Sejas
v, (a")= V(a")/\ﬂ;1
V (d)= véa')A e,
\ (a ) =V(a ) A Gy
Na topolegia induzida em 04 a, ae a'tém por Vizinhangas V (a ) eV (a)
ey, (a") ;
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deja por eutre lade:

Y: (a) <v7 (a) A 0;,
€ claro que
v/ (s (¥, (a)
‘V,’(a) CV} (a%)
ende V’(.n) @ V; (a) representam ¢ eonjunto dos eemponsmtes de V 4(.) few

/
gundo as variedades G' e G , e portanto 04 € perfeitamente decompenivel,

152



CLASSE DE CIENCIAS

/7Y

§ 4 - Dimens§gy algébrica dos_grupos

perfeitamente decomponiveis

12 « Estamos agora em condigdes de poder demonstrar o seguinte teore-
ma?

Teorema, Se dois grupos abelianos A e B peefeitamente decompon?- " .

veis t8m a mesma dimens@o algébrica é possivel decompdr cada um

déles na soma directa de duas variedades fechadas respectivamen-

te topo-isomorfas, Isto e é poasivél determinar duas decomposi-

cBest

>
n

Ay ® A,

m
t

tais que

Ay g B,
A, = B,.
Demonstragao, Por hipétese A e B té&m a mesma dimensfo algébrica
e portanto existe um topo=isomorfismo ‘f que transforma A num
sub=conjunto de B, a ssber Bw_-\f( A ) e existe outro topo-iso-
morfismofque transforma B num sub-conjunto de A, a saber A% ‘r(B).
Por outro ladc como A e B s3o topologicamente fechados, isto
4, A= X e B=B sera também K. ™ e B% 5% o portanfo Yt
e B?® g8o variedades fechadas contidas respegtivamente em A @ em
B, Seja F; uma variedade fechada contida em A
(1) FEC A
teremos
(2) () C Pla)
et (3) F, f;__o-&"fu;)
theamo/se % é uma variedade fochad? eontida.,m B
() #c 8
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5™
teremos
(6) Y () ¥
L]
(6) R Y(R)
Por outro lado ecomo (A) & variedade fechada contida em B
(7 Lfmc B

de (2) o (7) resulta que
(8) lftt; Nl

(9 \p(ipee 9} C¢em)

e de (4), (B) e (68), resulta que
(10)  Yimy) .__*\I’[‘f(r.,ﬂ
eomo por hipotese

(11) Y ® C a

de (4), (8), (8), (9) e (11) resulta que

(18) *[ufu-lﬂc A

De (3), (6) e (10) resulta que

as  roy[Yeo)

Ponhamps para simplificar a escrita
(F) ()
E claro que § sendo o produto de dois topo-isomorfismos é um

e portanto

é um topo-isomorfismo. As relagdes (12) e (13) mostram-nos que
§ transforma toda e qualquer variedade fechada F, contida em
A numa outra variedade fechada § (F, ) contida em A e que é to-
po-isomorfa a !'1 . Bm resumo, se F, & uma variedade fechada con-

4
tida em A, sera:

B C A
Pr) C A
r, 2P
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onde § ‘?A) é uma variedade fechada,

Podemos portanto ainda afirmar que

$ (xp) =§[§(r1)] C A

T
Nr N
@"1’9_: OELREIA
Duma maneira geral

el

@)
Perpx g

Q)
onde % (F, ) é uma variedade fechada, Daqui resulta imedia-

tamente que @

DFwdWD . DFWD .

A =Y

Posto 1sto consideremos a variedade fechada \}'(B) contida

e que

em A, Como A & um espago decomponivel sera:
(14) A =R®\}p(B)

onde )
(15) R =28 V(B

é a variedade fechada complementar de \-r (B) .

Notemos que

(16) () C Y C A,

an dw=dw + P[Ym)

visto que @ € um topo-isomorfismo, i) (R) esta em relagao

E que

directa com R , visto que

dmy C

De (16) resulta que :

(18) ?"(A) G @[\}/(B)] C?(A)
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X

e de um modo geral que

(19) @"m C @u-'}:‘ftaa < @wm

De (17) resulta que

(20) P =B e I (e
e de um modo geral que: "

(21) D' = 3w b [t
De (18), (18) e (19) resulta que @“(A) esta em relagio de
Soma directa com R visto que:

(22) a) () C \{—(B)

e portanto o mesmo acontece com Eb (R) em virtude de (21).

—

Podemos mesmo afirmar que @ (R) esta em relagdo de soma direc-

ta com é (R) se !#J .
S3eja entao

2 ke P we Pme... ® D m
A™ § ume variedade fechada de A,

Representaremos por

A= R & @(R)é @?R)é...é @“(R) & sea
a mesma variedade fechada que contém A qualquer que seja n,
e seja “
s =F € @?RJ@S... 3 @Dmé...
a mesma variedade fechada que contém

A= w
3(“’;-§(R)@ P @ ve@ P (R)
qualquer que seja n, Em virtude de (22) & evidente que

s C \B)

s (_+(B)

Nestas condigies R e S estSo em relagdo de soma directa,

e portanto que
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Vs

Representaremos por
Az REBVIS IR - @D(R)
o oonjunto dos elementos da formg
O & Bip $6; & <o+ B ( n qualquer )

ende
aep €& LN

a. €& @_\‘UL)

£ claro que A, é um sub-grupo de A .
Representaremos por

S - FRIGF B D P (R -
o conjunto dos elementos da forma

B € &8 tuwany SR ( n qualquer )
entdo 8., & um sub-grupo de \} (R) que esti portanto em rela-
qdo de soma directa eom R, B evidente que
As = R+ Se

Nestas condic3es A & a menor variedade fechada que contém A,
e S & a menor variedade fechada que eontém S, .
Em virtude do teorema 8 do paragrafo precedente podefios pertan-
to afirmar que:

(23) A‘:-.-E- :(R%Sa) < ai‘- Se
:‘.E‘-V-%:_ Q@S

isto ét

(ze) A, - R ®[ W) & 3 (R) 5.6 (R)& )
Notemos agora por outro lado que

+ LY
Py )@ F e - @ @“'(e\: =
Como &4_‘ a menor variedade fechada que contém A qunlquor que

seja n, @(la) é o menor variedade fechada que contém
b LA\): S""”- qualquer que seja n e portanto

(ze) @(A,):S
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Nestas condigdes podemos escrever, em virtude de (23) e (28)
(25? Ay - Re@ @(Aa)
Seja A, a variedade fechada complementar de A, isto ']
A= Ao Ay

ou (27) WA4 @&J

Como %5 uma variedade fechada de A, Lr“i) sera uma varie-
dade fechada de B , seja:

(28) [®Bss o ( A'\ﬂ

Seja B L8 variedade fechada complementar de B, , isto '

B.s B0 By

ou (29) \13.-. By @'B'L]
dagui se deduz o

¥ (B)= Y(®) @Y LB
V(8) - W B) O Y(Bd)

isto &3

ora de (14) deduz-se que
y(R)= AS R

e portanto:

YR = AeR) © Y By)

Por outro lado de (28) resulta que

ViB)z W% (A8)) = B (Aa)

Y(R) =(ASR) & B (Ad)
s Ao [Re F(A))

ou em virtude de (26)

¥(B)- AeAy = AL

e portanto

isto &:

L fbEeye 2
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As formulas (27), (28), (29) e (30) demenstram o teorema
enuneociade,

Gorelirie - Se dois grupos abelianos A ¢ B perfeitamente

decomponiveis tém a mesma dimensiio algébrica entdo A e B

sio topo-isomorfos. % uma consequincia imediata do teorema

Y do paragrafo precedebte,
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1'5: Grupos abelianos

18 - Definigdo, Um grupo abeliano diz-se normado se existe um fun-

clonal - a que daremos o nome de norma de x e que representare-
mos pela notagio (%!l = que satisfaz &s seguintes condigles:
N, - e 'n-? argl [|ocll= |y
N - llothgo & 2 g0
K _jlel=»
#,- > = N>}
Ny- [[2egh g giaed +gn
Verifica-se imediatamente que G & um espago distanciado se de-
finirmos a disténcia entre dois dos seus elementos pela condigao
A4 (vg) = N>~ YL
Além disso & & um grupo abeliano topoldgico,

Diz-se que G é completo se toda a sucessdo convergente Dlto é

tal que dados £>0 existe N ( 1) tal que

Nxp-xqnee

para

Pa> Ny ]

tender para um limite; isto & existe X &G tal que dado €Yo

existe N (4 ) que verifica a condigZo
|| N - xhﬂ s

h> N(Y)

14 - Noc3o de Série. A nogio de grupo abeliano normado e completo

& importante porque ndste espago se pode fazer uma teoria das
séries em que se demonstram muitos dos resultados elementares
conhecidos na teoria das séries de niimeros,

Seja A, uma sucess@io de elementos de G , se

Az 24 Ay 4+ <o Fhan
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tende para um limite S gquando n aumenta diremos que a série
(=

z e NN

(L

é convergente e que a sua soma & §°',

Pare que uma série seja convergente & necessario e suficienw
te que dado !Do exista N (/7)) tal que

para
o S NCE)

fima série diz-se absolutamente convergente se a série

%5_"_ o

(8 T

fdr convergente, Demonstra-se entfio que a série dada é convere

gente,

Teorema. Se a série = Yn & absolutamente convergente e se

Wotw ) ce “?v\" a série 2 x4 & absolutamente convergen-

Le. o 3
Teorema de Cauchy. Se F% (Ixuh €4 a série Z2n_§ absolu-
ne

tamente convergente,

Teorema de Alembert, Se existe & ¢4 e N tal que para >N se=

ja ansr U LRl A a série dada é absolutamente
: (b T
convergente,

Indicaremos 8stes teoremas a titulo de exemplo, mas a maior
parte dos teoremas sdbre séries absolutamente convergentes s&o
einda validos,
Espago Genl e« A partir do espaqu H possivel construir outros,
Consideremos por exemplo o €3pago G:; das sucessdes de elemen-
tos de G

X.-.(Ig, A, was Hwy oo )

tais que
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20 L L
2 "‘-11‘"14 o

(|

. 1 '
é facil mostrar que G_5é um grupo sbeliano normado de acdrdo
com as seguintes definigdes

1¢) Igualdade, X =Y ot x¢= R

28) Adigdo. X +V-= Lx,-..a" R e PR )
3%) Norma, HX”‘ \| 3’: Iaee N

L

R&o sabemos se (.. é um espago completo,

16 - Grupos nprmados perfeitamente decomponiveis, (- é um gru-

po perfeitamente decomponivel quando 8le f3r decomponivel e
quando
¥ G’ o G‘| [~ G"'\—

W = 1|'P“\-

implicar que
Woxlh= N 4 N2

Todos os resultados do § precedente se aplicam a $stes grupos,
17 - Negdo de derivmda, Seja t uma variavel real e x um elemen-

to de um grupo abeliano ( normado e completo, seja x ( t ) uma
fungio eont{ma de t definida num certo intervalo (t. t,), dire-
mos que x ( ¢t ) tem uma derivada x' ( t ) no ponto t se existir
o limite
oo tlEeM-2) gy Aoy (o)
h-o ar
qualquer que seja a meneira como h tende para zéro.
Defionstra-se imediatamente que
a4 A & oHle
I E‘.I.{.&’)THU"J] =dyar 590
B também possivel definir a nogdo de integral de x ( t ).
Também se define a nogao de derivada de x ( z) onde z & um ni-

mero ocompleto ete,
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§ 6 - Espagos de Banach
18 - Definicdo. Diz-se que ( B ) & um espago &e PBanach se ( B )
f3r um espago vectoria}, onde se define uma norma que gosa
das seguintes propriedades
12) ( B ) & um grupo abeliano normado
20) o xll= qx) Il qualquer que seja o mimero /(.

19 -

20 -

s2) O espago & completo em relagdo & norma..
Como caso particular podemos indicar o espago de Hilbert,

Punc3es anal{ticas., £ possivel num espago ( B ) fazer uma

teoria das fungdes analfticas analoga & teoria de Welerstrass.

Seja z um nimero complexo @ &, , 8., ceep 8, +.. UNA SUCES®

s3o de elementos de ( B ), consideremos a série
oo "
(1) %Lz)g 2. Z e
ne
Teorema de Abel, Se f2'amph <M onde é positivo e o #0

a série & convergente para |2) ¢|z.| ,e

Pode-se definir o raio de convergéncia da série (1) como sendo
o malor nimere positive r tal que a série (1) & convergente
para |2) (V' e mostrar que

,'l..:_ Mﬂﬁ “ An u
A =
teorema analogo ao de Cauchy - Hadamard, A aparelhagem de Cau-
chy & nplioavol/é;“ando parte a estas fungdes,

Operadores lineares., Diz-se que o operador T ( x ) definido em

( B ) e cujo contra=dominio pertence a ( B ), ou a outro espa-
go ( B ), & linear quando

18) T (w4Yy)= Tle)+T)

29) T(aen) = o TC>)

se) TCx) & centinue
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Na realidade pode-se suprimir a condigdo =2¢),
B fundamental o seguinte:

Teorema de Banach, Para que T ( x ) seja um operador linear

§ necessirio e suficiente que exista um niimero real K> o tal que

HT(x )& xitxy
Veja Banach ( 3 ), pag, 151 « 153.

POsto 1sto & facil de verificar quet

Teorema, 0 conjunto dos operadores lineares definidos num espa-

¢o (:B ), formam um espaco vectorial normado quando se define

a nérma de-um operador linear T ( x ), como sendo o menor nime=

ro positivo K que verifica a condicso

| Teolle Kaxn

Representaremos a norma de um operador linear T ( x ) pela no-
tagio |T) .

Variedades fechadas, Diremos que um sub-gonjunto A de ( B ) &

uma variedade fechada se A f£6r um espago vectorial e se A' A,
0 contra-dom{nio de um operador linear T ( x ) & uma variedade
fechada, e portanto T ( x ) representa um homomorfismo de ( B )
em A, Se T ( x ) admite um inverso, entéo T ( x ) é um isomor-
fismeo,

Compreende-se assim a importénclia que tem o estudo da inversio
dos operadores lineares,

A teoria dos operadores: lineares definidos em ( B ) contém
eomo caso particular a teoria das equagdes integrais de Fre-

dholm, a teoria das matrizes infinitas etc,
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§ 7 = Aneis vectorials normados

7.2

22 - Definigao, Um anel vootorial/di:-ao normado quando existe um
funcional - a que dn-omos- o nome de norma do elemento T de %
e que representaremos pela notagio 'T. - que satisfas as se-
guintes condigdes:

19) Zf é um espago de Banach em relagio & norma.

2e) | STh & PshiTH
Suporemos que /% é completo,
Esta nogio também fol considerada por M, Nagumo [1] o ddste
m tivemos apenas conhecimento ha poucos méses, Tinhamos
sido levados a ooﬁliderar esta nogdo comc o obj.oti;g'do geme=
ralizarmos os resultados obtidos sdbre a aditividade niicleos
de Fredholm e no verdo de 19356, ja tinhamos obtido os resulta-.
dos que vamos indicar, nos nimeros seguintes, Mas antes disso
notemos que:

Teorems. - 0 conjunto dos operadores lineares definidos num

espago ( B ) formam um anel vectorial normado,

23 < Resolvente, Suporemos que/& econtém uma unidade E ., Seja
A € OU daremos o nome de resolvente de A & fungio de parime-
tro oon'plo:o A definidq por
REATN) 2 AsA A a-es 4 X7 Ala e
que & uma fungfo holomorfa de A\ , oujo contra-dominio perten-

ce a a,, no interior do eirculo
!
. IN 4 Al
£ facil de mostrar que

(BE+A A)'i_-_ E+A R (AN

Diremos que A e B sao elementos aditivos se
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| ey
R(A+2) =R(A;)) +R(B, )

e para 1sso & necessario e suficiente que
(A-PG)V': Al D™
ou ainda que ( veja-se capfitulo II )
AB+B Az O

ABA +BAR=o
0s resultados que obtivemos, A, Monteiro [a pag. 654, sdbre a

aditividade das resolventes de dois nicleos de Fredholm sio ain-
da validos em @

84 - Espacos de Banach ecom operadores,
Seja %\m espago de Banach completo, diremos que % admite %

como dominio de operadores & esquerda se a cada elemento x é‘g
e A ea corresponde um elemento y de ‘&
9 :A{u) « Az

tal que: :

10)  Ale+y= Atult A'("l}

sy Alen)a o« [A)=u Ale)

30) (A-rﬁ) (1= Alw)+ Blw

) ABGy. A LB

52) Ew)= »x

68) | At & FAR- N2l

Consideremos ent@o as duas equagdes

Ety) - A Ale)= EWY)

| Bony — A Ale) = EU))
ou (1) LE__)\ ,Or)l,:.;
@ (E-A 8) Xz ¥

® a equagao

(3) [E- )\LA*.ES}'}:‘..J
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Estas trds equagdes admitem soluges para valores de /\ situ-
ados no interior do menor dos trés eirculos

)
Ws p oM edy , 1M £ 25,

Para que as solugdes
1 = [Er ARCA; M) Y
(2 L [+ ARA;N]Y

(3 A= [E ARlAﬂ;A)’]Oj
Verifiquem a eondigios

X4 = (o) 4 (eg)

é necessario e suficiente que A'e B sejam aditivos,
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§8 - A_x_u'a.lise dos eonjuntos abstractos

85 - Seja E um eonhjunto abstracto qualquer, e é o conjunto dos
sub-eonjuptou de E.
Ja mostramos que & possivel definir em /& uma algebra Zf’ e u-
ma topologla & e portanto & é um espago algébricoetopold=
gleo.
Vamos agora mostrar que é (% z ) é um espago analftico.
Sob o ponto de vista algébrico /f/ é um anel especial e sob
o ponto de vista topoldgico /& é um espago ]:, .

Seria fécil de verificar que dadas duas sucessdes de conjuntos

A, Ay, L, AL
Bi, B, o, B ...
se tem:
10)  Iim (Au.Bu): A“*E‘:"w::-”—g“
20) b (AneRA)D e Ane ds B

32) T, (AnaBYC (B AA (= ™)
49) Lo ((Aw AWz (B2 AIA (==, Av)
59) '&:: [L,h- Bu) € E- Au - %’_‘::u P

wz o

62) ,%%__.; (A8 D %A“d%{:—mk

Nestas condigdes/ existirem

1im Aw
w o
1im %o
= et

L4 .
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‘g ol
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CLASSE DE CIENCIAS

/P

portanto
F(A B A=+B

c(A,p)= A-B
Hia, Bd= AAD

sS0 trés func3es continuas de A ¢ B e portanto % é um espa-
¢o analitico. Pica assim mais uina vez posta em evidéncia a im-
portineia da nogdo de limite de uma sucessio de oohJ\mtu.

26 - Bquivaléncia e topo-isomorfismos

Como 'Z é um espago algébrico-topsldgico, & possivel definir
um topo-udmorfismo entre dois espagos '24 éa,ssochdoa a E

e E', o dimensio algébrica de um espago /f, a

Se E e EB' sio equivalentes % ® £/ também o 80 e & curie
080 notar que a equivaeléncia que ent@o existe entre % ® 47 é
um topo-isomorfismo; portante se E e E' sdo equivalentes
’3 o« & “ tém a mesma dimensio algébrica,

Acabamos portanto de mostmmr que na teoria dos conjuntos abs-
treactos existe uma anadlise, que & indispensavel considerar no

estudo dessa teéria,
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